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INTRODUCTION

Ce livre est directement issu du (}ours d’Algebre paru voici maintenant plus de
quatorze ans aux presses de feu ’Ecole Normale Supérieure de Jeunes Filles.

La version initiale était la rédaction du cours oral de I’auteur donné dans le cadre
de la préparation a I’agrégation de mathématiques & I'ENSJF, durant les années
1976-1981.

Par rapport au polycopié, ce livre ne différe que sur des points mineurs : quelques
corrections de détail, une rédaction un peu moins elliptique et surtout une
typographie plus conforme aux normes actuelles.

Il bénéficiera désormais d’une diffusion moins clandestine qu’auparavant, ce qui
était, je crois, le souhait de beaucoup et notamment des candidats a I’agrégation.

Les connaissances nécessaires pour aborder ce livre sont principalement celles des
cours d’algebre linéaire du premier cycle des universités. Il faut citer, en plus,
quelques connaissances trés élémentaires sur groupes, anneaux et corps, ainsi que
le théoréme de Zorn.

Le cours porte essentiellement sur les groupes “classiques” (groupes linéaires et
orthogonaux), avec trois chapitres d’algébre générale sur groupes, anneaux et
corps. Voici le détail des différents chapitres :

Le chapitre I comprend les définitions générales sur les groupes, constamment
utilisées dans la suite (sous-groupes distingués, centre, commutateurs, opérations,
produits) assorties d’exemples et d’applications prises dans la théorie des groupes
finis (Sylow, classification des groupes de petits ordres,...) Il se termine par 1’étude
plus approfondie des groupes symétriques et alternés (simplicité, automorphismes).

Le chapitre II porte sur les anneaux et particuliérement sur leurs propriétés
arithmétiques, c’est-a-dire celles qui concernent la divisibilité (anneaux principaux,
factoriels ...) avec comme application le théoréme des deux carrés.

Le chapitre III contient la théorie élémentaire des corps (celle qui reléve essen-
tiellement de I’algébre linéaire), & ’exclusion de la théorie de Galois. On y aborde
les constructions & la régle et au compas, les corps finis et, en liaison avec ceux-ci,
lirréductibilité des polyndémes & coefficients entiers ou rationnels, notamment les
polyndomes cyclotomiques.

Les chapitres suivants, consacrés aux groupes classiques sont construits sur un
méme plan : en vue d’obtenir un “dévissage” de ces groupes, on étudie leurs sous-
groupes distingués (centre, commutateurs) 4 I'aide de générateurs appropriés. On
termine en général par des théorémes de simplicité.
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Le chapitre IV concerne les groupes linéaires et comporte, outre ce qui précede,
I’étude de ces groupes sur un corps de base fini.

Le chapitre V contient le vocabulaire des formes sesquilinéaires (quadratiques, her-
mitiennes et alternées), quelques résultats sur leur classification et des rudiments
sur les groupes associés.

Dans le chapitre VI on étudie le groupe orthogonal euclidien réel en essayant de
mettre en évidence le caractére particulier de ce groupe.

Le chapitre VII, voué & l’étude des quaternions, permet de terminer I’étude
entreprise au chapitre précédent, en élucidant la structure du groupe orthogonal
euclidien en dimension 4.

Enfin, au chapitre VIII, on étudie le groupe orthogonal général (pour un corps de
caractéristique différente de 2 et une forme quelconque), avec entre autres I’étude
des plans et des espaces hyperboliques, le théoreme de Witt et celui de Cartan-
Dieudonné. On termine par 1’énoncé (sans démonstration) des résultats essentiels
sur ces groupes, dans le cas ol il y a des vecteurs isotropes.

De nombreux exercices sont rassemblés & la fin de chaque chapitre. Ils sont
de difficultés variables et apportent souvent des compléments au cours (contre-
exemples, applications, généralisations, démonstrations de résultats admis dans
le cours). Le lecteur qui désire trouver une solution de certains de ces exercices
pourra se reporter 3 l’excellent [FG].

Il y a presque dix ans maintenant que '’ENSJF a disparu, mais je voudrais profiter
de I'occasion qui m’est offerte pour remercier les sévriennes a qui était destiné ce
cours. J’ai conservé des relations amicales avec quelques unes, mais perdu de vue
la plupart des autres, pourtant je voudrais qu’elles sachent, toutes, que les dix ans
passés 3 'ENSJF ont sans doute été les plus belles années de ma vie professionnelle.

Je voudrais remercier aussi les collegues avec qui je travaillais 4 I’époque et qui
ont influencé ce texte et notamment Michel Broué, Pierre Mazet et Marie-France
Vignéras.

Une mention spéciale va aux deux corédacteurs de la premiere version, Marc
Cabanes et Martine Duchéne qui voient enfin leur travail publié au grand jour,
ainsi qu’a tous ceux qui avaient permis, dans des conditions artisanales, la parution
du premier Cours d’Algebre et je pense notamment & Annie Iapteff.

Je remercie les éditions Ellipses et particulierement Jacques Moisan pour avoir
accepté ce texte sans réserves ni discussion. Je remercie enfin Jacques et Denise
Moisan de P’aide qu’ils m’ont apporté pour la réalisation matérielle du manuscrit.
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NOTATIONS

On désigne par N (resp. Z, Q, R, C) I'’ensemble des entiers > 0 (resp. des entiers
relatifs, des nombres rationnels, des nombres réels, des nombres complexes).

On note |E| le cardinal d’un ensemble E. On note [z] la partie entiére du nombre
réel z. On note C¥ les coefficients binémiaux.

Si p et ¢ sont des entiers (ou, plus généralement des éléments d’un anneau, cf.
Chapitre II), la notation p|q (resp. p /q) signifie que p divise q (resp. p ne divise
pas q)-

Si p et ¢ sont deux entiers, la notation (p, ¢) = 1 signifie que p et ¢ sont premiers
entre eux.

Si k est un corps, on note k&* I’ensemble des éléments non nuls de k et k*2 I’ensemble
des carrés des éléments non nuls de k.

Nous utiliserons librement les notations usuelles de ’algébre linéaire : dim E
(dimension de l’espace vectoriel E), E* (espace dual de E), Kerf (noyau de
'application linéaire f), Im f (image de 'application linéaire f), rg A ou rgu
(rang d’une matrice ou d’une application linéaire), dét A ou détu (déterminant
d’une matrice ou d’'un endomorphisme), Tr A ou Tr u (trace d’une matrice ou d’un
endomorphisme).

Le sous-k-espace vectoriel engendré par un vecteur x sera noté < x> ou kz.

Si (e;), (¢ € I) est une base de E, (e}), (i € I) désigne la base duale qui est une
base de E*.



I. GENERALITES SUR LES GROUPES,

groupes finis, groupe symétrique

0. Rappels.

Nous supposons connues les notions de groupe, groupe abélien (ou commutatif),
de sous-groupe, d’homomorphisme de groupes.

Nous noterons généralement multiplicativement : (g, h) — gh les lois de groupe,
’élément neutre sera alors noté 1, I'inverse de g sera noté g~—1. Cette régle aura
dans ce livre une exception majeure, celle du groupe Z, ses sous-groupes et ses
quotients, ainsi que des groupes additifs des corps et des espaces vectoriels qui
seront bien entendu notés additivement.

Le cardinal d’un groupe fini est aussi appelé son ordre. Si p est un nombre premier,
on appelle p-groupe un groupe dont le cardinal est une puissance de p. Si g est un
élément de G, l'ordre de g est le plus petit entier n > 0 (s’il en existe) qui vérifie
g™ = 1. C’est aussi 'ordre du sous-groupe engendré par g, cf. §1 ci-dessous.

Le noyau d’un homomorphisme f : G — H est le sous-groupe de G défini par :
Kerf={g€G|f(g)=1}.

L’image de f est aussi un sous-groupe de H, noté Im f. Un isomorphisme est
un homomorphisme de groupes bijectif. Un automorphisme d’un groupe G est
un isomorphisme de G sur G. Un exemple d’automorphisme est fourni par les
automorphismes intérieurs. Un tel automorphisme i, est donné, pour g € G,
par la formule i,(z) = gzg™!.

Si H est un sous-groupe d’un groupe G on appelle classe a gauche de 1'élément
a € G relativement & H le sous-ensemble

aH={geG|g=ah, he H}

et on définit de méme les classes & droite Ha. Les classes & gauche forment une
partition de G. Leur ensemble est noté G/H. Ce n’est pas un groupe en général.
Le cardinal de G/H est appelé I'indice de H dans G et noté (G : H).

Lorsque le groupe est fini, la considération des classes & gauche conduit au théoréeme
suivant :
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Théoréme 0.1 (Lagrange).
Si H est un sous-groupe du groupe fini G, I'ordre de H et I'indice de H dans G
divisent I'ordre de G. Précisément, on a

|G| = |H||G/H| = |H|(G : H).
En particulier I'ordre d’un élément g € G divise 'ordre de G.

Le groupe des bijections (ou permutations) d’un ensemble E s’appelle le groupe
symétrique de E et est noté G(E). Si E et E’ ont méme cardinal les groupes
symétriques associés sont isomorphes. Lorsque 'ona E = {1,2,...,n}avecn € N
on pose G(F) = G, et on parle du groupe symétrique standard. Le cardinal de ce
groupe est n!l.

Le groupe symétrique contient des permutations remarquables : les cycles d’ordre
k. Un tel cycle est noté ¢ = (ay,as,...,axr) avec les a; € E, distincts et la notation
signifie que 'on a o(a) = a si a n’est pas 'un des a; et o(a;) = a;4+; (oh Vindice
est pris modulo k). Un tel cycle est un élément d’ordre k (i.e. vérifie a* = 1). Pour
k = 2 on parle de transpositions.

Le groupe &,, est muni d’un homomorphisme surjectif, appelé signature, et noté
€: 6, — {1,—1}, que 'on peut définir de multiples fagons (cf. par exemple [L])
mais dont nous retiendrons les propriétés suivantes :

a) si T est une transposition on a e(r) = —1, plus généralement,

b) si o est un cycle d’ordre k on a (o) = (—1)k+1.

Le noyau de ¢ est formé des permutations paires (i.e. celles qui vérifient £(s) = 1).
C’est un groupe de cardinal n!/2, appelé groupe alterné et noté 2,,.

Enfin, le lecteur est supposé avoir une certaine familiarité avec quelques d’objets
élémentaires comme les groupes additifs Z/nZ des congruences modulo n ou le
groupe de Klein Z/2Z x Z/2Z,. ..

1. Générateurs d’un groupe.

Proposition-définition 1.1.

Soient G un groupe et A C G une partie de G. 1l existe un plus petit sous-groupe
H de G contenant A. On dit que H est le sous-groupe engendré par A, ou que les
éléments de A sont des générateurs de H. On note H = <A>.

Démonstration. L’existence de H peut se voir de deux maniéres :

a) par « I’extérieur » : on considére tous les sous-groupes de G contenant A (il
y a au moins G tout entier) et leur intersection convient ;

b) par « P'intérieur » : on suppose A non vide (sinon on a H = {1}), on pose
A'={z€G|z7' € A}, puis H={a;...an|n €N, a; € AUA™'}. Alors H
est un groupe, contient A et est évidemment le plus petit possible. '

Ezxemples 1.2.
1) Groupes monogénes et cycliques.

Un groupe G engendré par un élément a, est dit monogéne. 1l est isomorphe 3 Z
ou Z/nZ, pour un n € N (considérer ’homomorphisme surjectif ¢ : n +— a™, de
Z dans G). Dans le second cas, G est dit cyclique. En particulier, si |G| = p est
un nombre premier, G n’a pas de sous-groupe non trivial (en vertu du théoréme
de Lagrange), donc si a € G et a # 1, G est égal & <a>, donc cyclique et on a
G~ Z/pZ.
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2) Groupes symétrique &,, et alterné A, .

a) Les transpositions engendrent G,, on peut méme se limiter aux transposi-
tions (1,2), (1,3),...(1,n) ou encore (1,2), (2,3),...(n —1,n) comme on le voit
aisément par récurrence sur n.

Le lecteur montrera, & titre d’exercice, que la transposition (1,2) et le n-cycle
(1,2,...,n) engendrent &, (cf. 4.10 ci-dessous).

b) Les cycles d’ordre 3 engendrent 2, pour n > 3. En effet, 2,, est engendré
par les produits pairs de transpositions et on a les formules :

(a,b)(b, ¢) = (a,b,¢),

(a,b)(a,c) = (a,c,b)
(ce qui prouve au passage que tous les cycles d’ordre 3 sont dans %,),

(a,b)(c,d) = (a,b)(a,¢) (a,c)(c,d) = (a,c,b)(a,c,d).

Nous verrons, & propos des groupes classiques, de nombreux autres exemples de
générateurs.

2. Sous-groupes distingués.

Définition 2.1.
Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. On dit que H est distingué dans G
s’il est invariant par automorphisme intérieur i.e. si on a :

Va€e G, Yhe H, aha! € H.
On note alors : H a1 G.

Remargues 2.2.

0) La condition ci-dessus équivaut & dire que pour tout a € G on a aH = Ha,
i.e. I’égalité des classes & droite et & gauche modulo H.

1) Si f: G — G’ est un homomorphisme, son noyau Ker f est un sous-groupe
distingué de-G.

2) Réciproquement, si on a H <1 G, le quotient G/H, ensemble des classes &
gauche (ou & droite) est muni d’une structure de groupe et on a un homomorphisme
surjectif p : G — G/ H, de noyau H.

Dans la situation de 1) on a, de plus, un isomorphisme :

Im f ~ G/Ker f.
3) Enfin on définit une suite exacte :
1—wN-5G5HH—1.

Dans cette écriture, N, G, H sont des groupes, i, p des homomorphismes et la suite
est dite exacte si : 1) i est injectif, 2) p est surjectif, 3) on a Imi = Kerp.
Lorsque les groupes sont abéliens et notés additivement on écrit les suites exactes
avec des 0 :

0-N-G--H-=0
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Ezemples 2.3.
1) {1} et G sont toujours des sous-groupes distingués (dits triviaux).

2) Si G est abélien, tout sous-groupe de G est distingué. Pour la réciproque,
cf. Exercice B.3.

3) Etudions le groupe 63 qui a 6 éléments :
1=1d, 7. = (a,b), = (a,¢), Ta =(b,¢), o =(a,b,¢), 6% =~ = (a,c,b).
Le groupe G3 contient un sous-groupe distingué d’ordre 3, <o>= {1,0,02%} = A3,
isomorphe 4 Z/3Z et on a une suite exacte :

1—2Z/3Z — 63 —Z/2Z — 1.
En revanche les sous-groupes <71, >= {1,7,} ... ne sont pas distingués, on a :
0T, = To(a) = Th-

Définition 2.4.
Un groupe G # {1} est dit simple si ses seuls sous-groupes distingués sont {1} et
G.

Ezxemples 2.5.
1) Z/pZ est simple si et seulement si p est premier.
2) A, est simple pour n > 5 (cf. §8).

2.6 Commentaire.

L’intérét des sous-groupes distingués est de permettre le « dévissage » des groupes :
si G est un groupe et si on a un sous-groupe distingué H <1 G, on peut essayer de
ramener ’étude de G & celle de H et de G/H (si G est fini, ces groupes sont de
cardinal plus petit). Nous verrons des exemples de dévissages aux §6 et §7. Les
groupes simples, eux, sont indévissables d’ou l'intérét particulier qu’on leur porte.
La classification des groupes simples finis a été achevée en 1981, cf. [Pu].

La encore, les groupes classiques nous fourniront beaucoup d’exemples de groupes
simples.

3. Centre et commutateurs.
Nous exhibons maintenant deux sous-groupes distingués d’un groupe G, qui
existent toujours, mais peuvent étre triviaux : le centre et le groupe dérivé.

a) Le centre.

Définition 3.1.
Le centre du groupe G est le sous-groupe de G formé des éléments qui commutent
avec tous les autres :

Z(G)={aeG|Vg€eQgG, ag = ga}.

On a Z(G) a G, (Z(G) est méme un sous-groupe caractéristique de G, i.e.
invariant par tout automorphisme).
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Ezxemples 3.2.

1) Si G est commutatif, on a Z(G) = G.

2) SiG =6,, avecn > 3, on a Z(G) = {1}. En effet, soit 0 € G, ¢ # 1.
Pour un certain i, on a o(i) = j # 4. Soit k # i,j et T = (j,k). Alors on a
o1(i) = o(i) = 4, To(i) = 7(j) =k, donc o1 # 10 et 0 & Z(G).

3) Soit Hg = {F1, Fi, FJ, Fk} le groupe des quaternions (cf. Chapitre VII).
(La multiplication est définie par la régle des signes et les formules

==K ==Lij=—ji=k; jk=—kj=4 ki=—ik=j)
Alors Z(Hg) = {1,—1} est non trivial, (cf. 4.15)
b) Les commutateurs.

Définition 3.3.
Le groupe dérivé D(G) est le sous-groupe engendré par les commutateurs de
G, i.e. les éléments de la forme zyz~'y~! avec z,y € G.(*)

Le groupe D(G) est parfois appelé improprement groupe des commutateurs.

On a D(G) <« G, et méme D(G) caractéristique. En effet, si ¢ € AutG, on a
e(zyz~'y) = p(z)p(y)e(z) 'e(y) !, donc les commutateurs sont conservés.
Notons que G/D(G) est abélien. C’est méme le plus grand quotient abélien de G,
et ceci caractérise D(G).

Ezemples 3.4.
1) Si G est commutatif on a D(G) = {1}.
2) Si G = &3 on a D(G) = {1,0,0%}.
3)SiG=Hsg on a D(G) ={1,-1}.
4) Si G =5 on a D(G) = As (cf. §8).

4. Opération d’un groupe sur un ensemble.

Définition 4.1.
Soit G un groupe, X un ensemble, on dit que G opére sur X si on s’est donné
une application :

GxX —X

(9:7) — gz

vérifiant les axiomes suivants :
1)vg,9' €G, Vz X, g(¢.x)=1(99")z
2)Vze X, lz=z.

Il revient au méme de se donner un homomorphisme ¢ : G — &(X), ot &(X)
désigne le groupe des bijections de X (on pose alors : g.z = ¢(g)(z)).

4.2 Commentaire.

C’est une notion essentielle! D’abord, c’est la situation que ’on rencontre dans
toute géométrie (affine, avec le groupe affine, projective, avec PGL(n,k) cf.
Chapitre IV, euclidienne avec le groupe des isométries, hyperbolique avec le groupe
de Lorentz etc), ensuite, parce qu’au dela de I'intérét de ’opération pour I'étude

Le commutateur de z et y, zyz 1y, est appelé ainsi car il vaut 1 si et seulement

si z et y commutent. On le note parfois [z,y].
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de I’ensemble X, elle permet souvent en retour d’obtenir des renseignements sur
le groupe G comme nous le verrons au paragraphe suivant.

Nous appellerons « géométriques » les propriétés d’un élément de G relatives 4 une
opération (points fixes ...) par opposition aux propriétés « algébriques » (ordre
d’un élément, commutation ... ).

Définition 4.3.
a) On dit que G opére transitivement sur X sion a :

Ve X, VyeX, 3g€qCG gz=y.

b) On dit que G opére fidélement si ¢ : G — &(X) est injectif i.e. sig.z = z
pour tout z € X implique g = 1.

Notons que G/Ker ¢ opére fidélement sur X. Ainsi, si E est un espace vectoriel, le
groupe GL(E) opére non fidélement sur 'ensemble P(F) des droites vectorielles
de E mais son quotient PGL(E) opere fidélement (cf. IV, 2.8).

Si G n’opére pas transitivement, on introduit la relation d’équivalence suivante :
TRy < dg€qG, y=g.z,

qui mesure le défaut de transitivité. Les classes pour cette relation sont les
orbites de X sous G. L’orbite de z € X est notée w(z). On notera que G opére
transitivement sur w(z).

Par exemple, les orbites du groupe orthogonal O(n, R) dans son opération naturelle
sur R"™ sont les sphéres de centre 'origine.

Exemple 4.4. Décomposition d’une permutation en produit de cycles disjoints.

Le groupe &, opére sur X = {1,2,...,n}. Soit ¢ € &, et <o > le groupe cyclique
engendré par o qui opére aussi sur X. Soient Fy, F3,..., F, les orbites de X sous
<o>. Alors, les permutations o; définies par :

n_Jz siz ¢ F;

oilz) = {a(:c) siz € F;

sont des cycles, d’ordre |F;|, deux 4 deux permutables, et ona o =g, ...0,.
Par exemple si X = {1,...,8} et

(1 23 456 78
9=\3 6 45187 2)°

onaoc=(1345)(268)(7) =(1345)(268), (en général, les cycles d’ordre 1 sont
omis dans ’écriture de o).

Définition 4.5.

Si G opére sur X et siz € X, on définit H, = {g€ G | g.z = z}.

C’est un sous-groupe de G (non distingué en général) appelé le stabilisateur (ou
encore fixateur) de z.

Ezemple 4.6. Dans l'opération de &, sur X = {1,...,n}, le stabilisateur d’un point
est isomorphe 4 G,,_,.

Orbites et stabilisateurs sont liés par la remarque évidente suivante (cf. aussi ci-
dessous Exemple C) :
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Proposition 4.7.

L’application § — g.xz de G/H, (ensemble des classes & gauche) dans w(z) est bien
définie et est une bijection.

Lorsque G est fini, on a donc |w(z)| = |G|/|H;|, en particulier |w(z)| divise |G|.
Lorsque G et X sont munis de structures supplémentaires (par exemple topologi-
ques) on peut souvent préciser la proposition. Ainsi, par exemple, on peut montrer
que ’espace quotient O(n, R)/O(n—1, R) est homéomorphe 4 la sphére unité S™~1
de R™.

4.8 Quelques exemples d’opérations.

Nous donnons ici seulement des exemples en théorie des groupes, les situations
géométriques seront étudiées dans les chapitres suivants.

Ezemple A.

On peut faire opérer G sur G par translation a gauche.

On pose pour g,a € G, g.a = ga. (Attention I'application a — ga n’est pas un
automorphisme de groupes).

On remarque que G opére alors simplement transitivement i.e.

Va,b€ @G, I'g€ G, ga=b  (onprend g =ba™').
A fortiori, G opere donc fidélement et on a un homomorphisme injectif
p: G— &(G).
En particulier on en déduit le théoréme de Cayley :
Théoréme 4.9.
Si G est fini de cardinal n, G est isomophe & un sous-groupe de G,,.
Ezemple B.

On peut aussi faire opérer G sur lui-méme par automorphisme intérieur en
posant g.a = gag~!. Les orbites s’appellent alors classes de conjugaison et si
a’ = gag™!, d’ est un conjugué de a.

Le stabilisateur de a s’appelle centralisateur :

H,={g9€G|gag™' =a}={g€G|ga=ag}
On définit de méme le centralisateur d'une partie de A de G :
Cc(A)={g€ G|Va€ A, ga=ag}.

En particulier C¢(G) est le centre de G. Dans le cas du groupe symétrique, on a
la proposition suivante :

Proposition 4.10.
1) Sio € &, est un cycle d’ordre p, o = (ay,...,ap) et siT € G,,0n a

ror™! = (1(a1), ..., 7(ap)).

2) Dans G,, tous les cycles d’ordre p sont conjugués.
3) Sin > 5 les cycles d’ordres 3 sont conjugués dans %,,.
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Démonstration.
1) Siz & {r(a1),...,7(ap)}, 7 z) &€ {ai1,...,ap} et donc :

ror ' (z) = 777 (z) = =.
Si z = 7(a;), To7 () = 70(a;) = 7(ai1) (les indices sont pris modulo p).

11 faut retenir de cet exemple ce qu’on peut appeler le principe de conjugaison.
Il se résume en deux idées essentielles :

a) Si g € G est un élément « d’un certain type » ¢’ = 7¢7~! est un élément
« de méme type ». Par exemple si g est d’ordre k, ¢’ aussi; si g a k points fixes,
g’ aussi; en géométrie si g est une symétrie hyperplane, ¢’ aussi ...

b) Si g est caractérisé « géométriquement » par un certain ensemble Y
(ici, c’est ’ensemble des points fixes de g), ’ensemble Y’ correspondant pour
g’ = 797! s’obtient en transportant Y par 7: Y’ = 7(Y).
Nous retrouverons trés souvent ce principe dans la suite.

Nous reprenons la démonstration de 4.10 :

2) Soient ¢ = (a1,...,ap), T = (b1,...,bp) et soit g € &, tel que g(a;) = b;
pour tout i (il existe évidemment un tel g, méme si p = n, on dit que &,, est n-fois
transitif). Alors on a 7 = gog~! en vertu du principe énoncé ci-dessus.

3) On a besoin du

Lemme 4.11.
Le groupe 2, est n—2 fois transitif sur {1,...,n} i.e., sion aay,...a,_3 distincts
et by,...b,_2 distincts, il existe o € A, tel que a(a;) = b;.

En effet, on écrit :

{la ces )n} = {a’].) s aan—2;an—1,a'n} = {b].) ces )bn—2,bn—labn}

et on consideére o € &, telle que o(a;) = b; pour tout i = 1,...,n. Si o est paire
c’est terminé, sinon on compose ¢ avec la transposition (a,_1,a,).

Le méme raisonnement qu’en 2) montre alors que pour n > 5, les 3-cycles sont
conjugués dans 2A,,.

Remarque 4.12. Si n = 3 ou 4 Dassertion précédente est fausse. En effet, pour
n = 3 le groupe 23 est abélien donc la conjugaison y est triviale. Pour n = 4
il y a 8 cycles d’ordre 3 et ils ne peuvent étre tous conjugués dans 2,4 sinon ils
formeraient une orbite dont le cardinal devrait diviser 12 en vertu de 4.7.

Ezemple 4.13. Soit k un corps commutatif, GL(n, k) le groupe des matrices carrées
d’ordre n inversibles & coefficients dans k. Alors, pour A, B € GL(n,k) :
A, B conjuguées <> IP € GL(n,k), B = P~'AP <= A, B semblables.

4.14 Une application auzx p-groupes.

Rappelons que si p est un nombre premier, on appelle p-groupe un groupe dont le
cardinal est une puissance de p. On a alors la proposition suivante :

Proposition 4.15.
Le centre d’un p-groupe distinct de {1} n’est pas réduit a {1}.

Démonstration. On prouve d’abord le lemme suivant :
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Lemme 4.16.

Soit G un p-groupe opérant sur un ensemble X et soit X I’ensemble des points
fixes de X sous G, i.e.

XC={zeX|VgeCG gz =1z}

alors on a |X| = | X€| (mod. p)

Démonstration. On écrit X comme réunion disjointe de ses orbites sous G en
remarquant que ’on a :

z € X% = w(z) = {z}.

Si z € X€, on a donc |w(z)| > 1 et comme |w(z)| divise |G| = p*, p divise |w(z)|.
Le résultat provient alors de 1’égalité :

1X] =X+ Y wi@)l.

zgXC

La proposition 2 résulte du lemme en remarquant que si G opere sur G par
automorphisme intérieur, les points fixes sont les éléments du centre de G. On
a ainsi : |G| =|Z(G)| (mod. p) et comme 1 est dans Z(G), on a |Z(G)| > p d’ol
le résultat.

Ezemple C.

Soit H un sous-groupe de G, pas nécessairement distingué, G/H l’ensemble des
classes & gauches modulo H (i.e. ’ensemble des parties aH pour a € G) alors, G
opére sur G/H par translation en posant :

g-(aH) = (go)H.

Cette opération est transitive : on a, pour a,b € G, (ba=')aH = bH et le
stabilisateur de aH est le sous-groupe aHa~! conjugué de H (cf. Exemple D).
Elle n’est pas fidtle en général, si ¢ : G — &(G/H) est le morphisme associé, on
a en effet :

Kerp = ﬂ aHa™?.

a€G

Cet exemple est, en fait, le cas « générique » d’une opération transitive.
En particulier modulo la bijection G/H, — w(z) vue en 4.7, 'opération de G
sur w(z) n’est autre que son opération naturelle sur G/H;. Voici un exemple
d’utilisation de cette opération :

Proposition 4.17.

Soit G un groupe infini et H un sous-groupe de G, distinct de G et d’indice fini.
Alors G n’est pas simple.

Démonstration.

En effet, G opére sur G/H, d’oi un homomorphisme ¢ : G — S(G/H) ~ &,
dont le noyau Ker ¢ est un sous-groupe distingué, distinct de {1} car G est infini
et de G car H # G. Voir aussi, dans le méme style, I’exercice B.4.
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Ezemple D.

Cette fois, X est I’ensemble des sous-groupes de G et G opére sur X par

automorphisme intérieur : g.H = gHg™!.

On dit encore que H et gHg™! sont conjugués. Le stabilisateur de H est
Ng(H)={9€G|gHg™' = H}.

On l'appelle le normalisateur de H dans G, on a H <t Ng(H) et Ng(H) est le

plus grand sous-groupe de G qui ait cette propriété.

Par exemple, dans &3 , les trois sous-groupes & 2 éléments {1,7,},... sont

conjugués et sont leurs propres normalisateurs.

Nous allons utiliser tous ces exemples dans le paragraphe suivant.

5. Les théoremes de Sylow.

Le théoréme de Lagrange affirme que si H est un sous-groupe du goupe fini G,
son cardinal divise le cardinal de G. On peut se demander, i 'inverse, si dans
un groupe de cardinal n il existe, pour tout diviseur d de n, un (ou plusieurs)
sous-groupe d’ordre d.

Il n’en est rien en général comme le montre ’exemple de A4 : on a [A4| = 12 et on
voit aisément que 4 n’a pas de sous-groupe d’ordre 6. Il est cependant un cas tres
important o1 la propriété est vraie, celui des sous-groupes de Sylow. Dans tout ce
paragraphe, la lettre p désigne un nombre premier.

Définition 5.1.
Soit G un groupe fini de cardinal n et p un diviseur premier de n. Sin = p®m avec
p [m, on appelle p-sous-groupe de Sylow de G un sous-groupe de cardinal p*.

Remarque 5.2. Dire que P est un p-sous-groupe de Sylow de G signifie :
1) que P est un p-groupe,
2) que l'indice (G : P) est premier a p.

Ezemple 5.3. Soit F, = Z/pZ le corps fini & p éléments (p premier) et soit
G = GL(n,F,), n € N*. Alors G est un groupe fini de cardinal

Gl =" - D" —p)...(0" - p"7")
(cf. Chapitre IV, il suffit de compter les bases de Fj) d’ol1 |G| =m pn=1)/2 gyec

pfm.
On exhibe alors aisément un p-sous-groupe de Sylow P de G, c’est I’ensemble des
matrices triangulaires supérieures strictes :

P={A=(ai)|a;;=0sii>j et a;=1}.
En effet, comme les a;;, pour i < j, sont quelconques, on a bien
IP|=pxp?x- xp"t = p(n-b)/2,
Le théoréme suivant atteste I'existence des sous-groupes de Sylow :
Théoréme 5.4 (Sylow).

Soit G un groupe fini et p un diviseur (premier) de |G|, alors G contient au moins
un p-sous-groupe de Sylow.

Démonstration. La démonstration qui suit est tirée de I'excellent (mais introu-
vable) [S3]. Elle repose sur un lemme qui permet, connaissant un Sylow d’un
groupe G d’en trouver un pour un sous-groupe H :
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Lemme 5.5.

Soit G un groupe avec |G| =n = p®m, avec p [m et soit H un sous-groupe de G.
Soit S un p-Sylow de G. Alors il existe a € G tel que aSa™' N H soit un p-Sylow
de H.

Démonstration. Le groupe G opére sur G/S par translation & gauche (cf. §4
Exemple C) et le stabilisateur de aS est aSa~!. Mais H opere lui aussi sur G/S
par restriction, avec comme stabilisateur de aS, aSa—!' N H.

Il reste & voir que 1'un de ces groupes est un Sylow de H. Ce sont déja des p-groupes
et il suffit donc que, pour un a € G, |H/(aSa~! N H)| soit premier 3 p.

Mais on a, d’aprés 4.7, |H/aSa™! N H| = |w(aS)|, cardinal de l'orbite de aS dans
G/S sous 'action de H. Si tous ces nombres étaient divisibles par p, il en serait
de méme de |G/S| car G/S est réunion des orbites w(aS). Mais ceci contredit le
fait que S est un p-Sylow de G.

Le théoreéme 1 résulte du lemme via ’exemple 5.3.

Soit en effet G un groupe et p un diviseur de |G| = n. On plonge d’abord G dans
Gy, (par Cayley, cf. 4.9), puis on plonge G,, dans GL(n, F,) de la maniére classique
a savoir que o € &, s’envoie sur 'endomorphisme u, défini dans la base canonique
par us(e;) = ey(s)-

Finalement on a donc réalisé G comme un sous-groupe de GL(n,F,) qui posséde
un p-Sylow (cf. 5.3 ci-dessus), donc G aussi par le lemme 5.5.

Il y a beaucoup d’autres démonstrations de ce théoréme, nous en signalons
quelques-unes en exercices.

Corollaire 5.6. '
Si |G| = p®*m, pJm, G contient des sous-groupes d’ordre p* pour tout i < a.

Démonstration. On est ramené au cas des p-groupes qui se traite par récurrence,
vu lexistence d’un centre non trivial.

Le deuxiéme théoreme de Sylow étudie la conjugaison des p-sous-groupes de Sylow.

Théoréme 5.7 (Sylow).

Soit G un groupe, de cardinal |G| = p*m, avec p [m.

1) Si H est un sous-groupe de G qui est un p-groupe, il existe un p-Sylow S, avec
HcS.

2) Les p-Sylow sont tous conjugués (et donc leur nombre k divise n).
3)Onak=1 (mod. p) (donc k divise m).

On notera que l'assertion k| n résulte du fait que les p-Sylow forment une orbite
sous G (cf. 4.7).

Corollaire 5.8.
Si S est un p-Sylow de G,on a :

S < G <= S est I'unique p-Sylow de G <=k = 1.

Démonstration (de 5.7) On prouve 1) et 2) ensemble. Si H est un p-sous-groupe
et S un p-Sylow de G, il existe, en vertu du lemme 3, a € G tel que aSa~'N H
soit un p-Sylow de H. Mais comme H est un p-groupe, on a aSa ' N H = H,
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donc H est inclus dans aSa~! qui est un Sylow. Si de plus H est un Sylow, on a
exactement H = aSa~!.

Pour le point 3), on fait, bien entendu, opérer G par conjugaison sur I’ensemble
X de ses p-Sylow (cf. §4 Exemple D). Soit S un p-Sylow, S opére lui aussi sur X
et on a encore, en vertu de 4.16 la congruence :

|X|=|X®| (mod. p).

I reste & voir que I'on a |[X5| = 1. Bien sfir si s € S, on a sSs~! = S, autrement
dit S € X%, on doit donc montrer que c’est le seul.
Pour cela soit T un p-Sylow, et supposons que T soit normalisé par S :

VseS, sTs~1=1T.

On utilise alors un argument di & Frattini : on consideére le sous-groupe N de G
engendré par Set T.Ona S C N, T C N et ce sont, a fortiori, des p-Sylow de N.
Mais, comme S normalise T', on a T <t N et donc (corollaire 5.8!) T est I'unique
Sylow de N, donc S =T, cqfd.

Voici une application du corollaire 5.8. On en trouvera de nombreuses autres au
paragraphe 7 et dans les exercices.

Proposition 5.9.
Un groupe d’ordre 63 n’est pas simple.

Démonstration. On regarde les sous-groupes de Sylow d’ordre 7 de G, (car
63 = 32 x 7), leur nombre k est congru & 1 modulo 7 et divise 9, donc k = 1,
il y a un seul 7-Sylow qui est donc distingué.

Le méme type d’argument vaut aussi pour 255 = 3 x 5 x 17 et pour bien d’autres.

6. Produits directs et semi-directs.

Soit G un groupe, N <t G un sous-groupe distingué, G/N le groupe quotient.
On cherche, connaissant N et G/N, & reconstituer G. Plus généralement, étant
donnés deux groupes N et H, on cherche tous les groupes G tels qu’on ait une
suite exacte :
1—N—G—H—1.

Un tel groupe G s’appelle une extension de N par H (certains auteurs disent de
H par N). Le probléme général est délicat (cf. [H] Ch. 15) et nous n’en étudierons
que deux cas particuliers trés élémentaires : les produits directs et semi-directs.

a) Produits directs.

Soient N et H deux groupes. Le produit direct G = N x H est le produit cartésien
de N et H, muni de la loi produit :

(n, h)(n', 1) = (nn, hK').

On a alors une projection p : G — H définie par p(n,h) = h. C’est un
homomorphisme de groupes, surjectif, de noyau le sous-groupe (distingué) N avec

N={(n,1)|n e N}
et on a donc une suite exacte :

1> N-SNxHEZH -1
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avec i(n) = (n, 1), de sorte que N x H est bien une extension de N par H.
Bien entendu, ici, N et H jouent des rdles symétriques et on a aussi un sous-groupe

H={(L,h)|he H},
noyau de la projection sur N. On notera que le sous-groupe H est tel que :
1) la restriction de la projection p|z : H — H est un isomorphisme,
2) H est un sous-groupe distingué de N x H.

Voici un exemple bien classique de produit direct :

Proposition 6.1 (lemme chinois).
Si p et q sont des entiers premiers entre eux on a un isomorphisme

Z/pqZ ~ Z/pZ x Z/qZ.

Démonstration. Si on désigne par 7@ (resp. 7 , resp. 1) les classes de n modulo pg
(resp. p, resp. g¢) on a un homomorphisme 7 — (%, #t), injectif car (p,q) =1 et on
conclut grace a 1’égalité des cardinaux.

Bien siir I’assertion est fausse si p et g ne sont pas premiers entre eux (par exemple
Z/AZ et Vy = Z/2Z x Z/2Z ne sont pas isomorphes).

b) Produits semi-directs.

Le produit semi-direct est une variante affaiblie du produit direct. Soit G un groupe
et N un sous-groupe distingué de G. On a donc une suite exacte
1—-N5HG6E5G/N—1
(ot i est linclusion) et supposons que, comme dans le cas du produit direct, il
existe un sous-groupe H de G tel que p|y induise un isomorphisme de H sur
G/N (on dit qu’on a un relévement de G/N). Attention, contrairement au cas du
produit direct, H n’est pas distingué, a priori. Les conséquences de cette hypothese
sont les suivantes :
)ona NN H ={1},
2)onaG=NH={nh|ne Net he H}.
En effet, si g € G et si g = p(g) , il existe h € H tel que p(h) =g, donc gh~! € N.
L’écriture de g sous la forme nh est unique (si on a nh = n’h’/, on a n’~ln =
h'h=' =1 car NN H = {1}), de sorte que G est en bijection avec N x H.
Attention, cependant, si on calcule le produit de deux éléments de G on a la
formule :
(nh)(W'R') = nhn'K = nhn’h~'hA

avec hn’h~! € N car N est distingué dans G.
On a donc montré, sous 1’hypothése de 'existence d’un relévement, les deux faits
suivants :

1) comme dans le cas du produit direct, G est encore en bijection avec le produit
ensembliste N x H,

2) la multiplication n’est pas celle du produit direct, elle est “tordue” au moyen
de l’opération de H sur N par conjugaison : h.n = hnh~!. On a, en effet :

(n,h)(n', }) = (n(h.n'), hR').
On notera que cette opération de H sur N n’est pas seulement ensembliste, H
opere sur N par automorphismes de groupes.
L’analyse précédente nous conduit alors a la définition d’un produit semi-direct :
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Proposition-définition 6.2.

1) Soient N et H deux groupes et Aut N le groupe des automorphismes de groupe
de N. Soit ¢ : H — Aut N un homomorphisme qui définit une opération de H
sur N par la formule : h.n = ¢(h)(n).

On définit sur I’ensemble produit N x H une loi par :

(n,R)(n, k') = (n(h.n'), hR').

Alors, N x H, muni de cette loi est un groupe appelé produit semi-direct de N
par H relativement & ¢, et noté

N x,H ou simplement N xH.

2) On a une suite exacte :

1— N NxHZB H—1
n+— (n,1)
(n,h) 2 h

de sorte que N x H est une extension de N par H.

Démonstration. C’est une vérification facile. Le calcul de ’associativité de la loi
met en évidence la nécessité que ¢ soit une opération par automorphismes de
groupes (et pas seulement ensembliste). On notera aussi que 1’ élément neutre de
N x H est (1,1), et que l'inverse de (n, k) est (h~1.n=1, A1),

Remarques 6.3.
1) Le groupe N x H contient deux sous-groupes isomorphes respectivement 4 N
et H:

N={(n1)|neN}, H={Q1,h)|heH}.
On a N a N x H, mais H n’est pas distingué en général.
2)OnaNNH={1} e¢ N xH =NH car (n,1)(1,h) = (n,h).
3) Si 'opération ¢ est non triviale (i.e. si ¢(h) n’est pas toujours égal & Idy),
le groupe obtenu n’est pas commutatif car (1,h)(n,1) = (h.n,h) est en général
distinct de (n, h).
4) Si on identifie N et H a N et H l'opération ¢ est décrite par h.n = hnh~1.

On cherche maintenant des conditions permettant d’assurer qu’un groupe G est
un produit.

Proposition 6.4 (Critéres de décomposition en produit).
a) Si on a une suite exacte :

1 -N-5G¢-25HH—1,

et s’il existe un relévement H de H, i.e. un sous-groupe H de G tel que la restriction
de la projection p 4 H soit un isomorphisme de H sur H, le groupe G est isomorphe
4 un produit semi-direct N x H. Il revient au méme de dire que p posséde une
section i.e. qu’il existe un homomorphisme s : H — G tel que po s = Idg. On
dit alors que I’extension est scindée.

b) Si on a deux sous-groupes N et H de G avec

1) Na G,

2) NNnH = {1},
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3)G=NH,
alorsona G~ N xH.

Démonstration. C’est essentiellement 1’analyse menée au début de b).
On peut caractériser les produits directs parmi les semi-directs :

Proposition 6.5.

Soient N, H, comme dans la définition 6.2, soit G = N x,Het soit H le sous-
groupe des éléments (1, h). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) ¢ est trivial (i.e. on a p(h) =Idy pour tout h € H),

2) le sous-groupe H est distingué dans G,

3) la loi de groupe sur G est celle du produit direct.

(C’est le cas, en particulier, si I'extension est centrale, i.e. sion a N C Z(G)).

Remarques 6.6.

1) Si G est extension non scindée de N par H il se peut cependant que G soit
produit semi-direct, G =~ N’ x H’. Par exemple, le lecteur vérifiera sans peine que
Z/AZ x Z/27Z (resp. D, cf. ci-dessous) sont tous deux produit direct (resp. semi-
direct) de Z/AZ par Z/2Z et cependant ils contiennent tous deux un sous-groupe
distingué d’ordre 2 tel que 'extension correspondante soit non scindée.

2) Un produit direct peut é&tre isomorphe & un produit semi-direct non trivial. Le
lecteur vérifiera par exemple que ’on a un isomorphisme

63 xZ/2Z ~ 63 XZ/2Z.

Ezxemples 6.7.
1) Le groupe symétrique S,
On a la suite exacte définie par la signature :

1—A, — 6, > {-1,1} — 1.
Si 7 est une transposition, on a une section s de € en posant s(1) =1d, s(—1) =7
et donc, d’apreés 6.4 :
G =AUy x{-1,1} ~A, xZ/2Z
et le produit n’est pas direct.
2) Le groupe diédral D,,.

Il s’agit du groupe des isométries du plan euclidien conservant un polygone régulier
a n cotés. Il contient les n rotations p(0,2k7w/n) pour ¥ =0,...,n —1 (0 désigne
le centre du polygone) et les n réflexions (i.e. symétries) par rapport aux droites
passant par 0 et les sommets ou les milieux des c6tés du polygone (attention aux
cas n pair ou impair). Le sous-groupe des rotations est distingué et isomorphe 3
Z/nZ. Comme |D,| = 2n, on a donc une suite exacte :

1—Z/nZ — D, 2 27/2Z —1

et un isomorphisme

Dp ~7Z/nZ xZ/2Z
car n'importe quelle réflexion fournit une section de p.
On notera au passage I'isomorphisme D3 ~ G3.
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3) Deux contre-exemples.

1) Le groupe cyclique Z/8Z n’est pas de la forme N x H. En effet, comme Z/8Z
est abélien, le produit serait direct, or Z/8Z n’est isomorphe ni 4 Z/4Z x Z/27Z ni
4 (Z/2Z)3 qui sont les seuls possibles.

2) Le groupe des quaternions Hg n’est pas non plus décomposable en produit
N x H. En effet, si |[N| =4, 0ona H~Z/2Z, et comme —1 € N, il n’y a pas de
section. Si [N| =2, N = {1,-1} et Hg/N ~ V}, mais Hg n’a pas de sous-groupe
isomorphe & V} (ou encore I'extension serait centrale et scindée, donc triviale).

7. Automorphismes de Z/nZ.

Lorsqu’on cherche & calculer les produits semi-directs N X H on est tout d’abord
amené & déterminer les opérations ¢ : H — Aut N et donc, avant tout, & préciser
le groupe des automorphismes de groupe de N.

Le probleme général n’est pas simple, 14 encore, et nous nous limiterons & quelques
cas particuliers (Z/nZ, &,,,...), cf. aussi Exercices D 1,2.

Soit n € N*, n > 2. Si s € Z, nous notons 3 son image dans Z/nZ.

Proposition 7.1.

Soit s € Z, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) s est premier avec n,

2) § est générateur du groupe (Z/nZ, +),

3) 3 € (Z/nZ)* groupe des éléments inversibles pour la multiplication de I’anneau
Z/nZ.

Démonstration. Par Bézout, on a les équivalences :

s premier a n <= I\, p € Z, As+pun =1 < I € Z X3 = 1 dans

Z/nZ <> 3 € (Z/nZ)".

D’autre part, si A € Z on a (2) A3 = A3 =1, et ceci signifie 3+---+3=1, donc
N e’

A fois
T €< 3> et donc Z/nZ =<3> autrement dit 3 est un générateur.

Définition 7.2 (La fonction d’Euler).

On appelle fonction d’Euler et on note ¢(n) le nombre d’entiers z tels que
1 < z < n et x premier avec n.

D’apres 7.1, on a ¢(n) = |(Z/nZ)*|.
Si p est premier, il est clair que 'on a ¢(p) = p~1 et p(p*) = p*~(p—-1),a € N*.

Proposition 7.3.
On a un isomorphisme Aut Z/nZ ~ (Z/nZ)*. En particulier, Aut Z/nZ est un
groupe abélien, de cardinal p(n).

Démonstration.
Soit u € Aut Z/nZ, alors u(1) est un générateur de (Z/nZ,+), donc u(1) est dans
(Z/nZ)* et on vérifie que l'application 7 : u + u(1) est un homomorphisme.

Dans le cas de Z /nZ, comme dans celui de Z, la loi de multiplication est définie &
partir de I’addition répétée. En particulier un automorphisme de groupe préserve
automatiquement la structure d’anneau.
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En sens inverse, soit o défini sur (Z/nZ)* par o(s)z = sz. On voit que o(s) est
un endomorphisme de (Z/nZ, +) car s(z +y) = sz + sy. C’est un automorphisme
car st =0 = z =0 puisque s est inversible. Enfin, il est clair que o et 7 sont
réciproques I'un de I'autre.

Nous allons maintenant préciser la structure de (Z/nZ)* suivant la décomposition
en facteurs premiers de n.

Proposition 7.4.
Soit n un entier, n = pT* ...p%" avec les p; premiers distincts et les o; dans N*.
1) On a un isomorphisme d’anneaux

Z/nZ ~ ] 2/p*Z,

i=1

2) on a un isomorphisme de groupes
(2/n2)" ~ [[(Z/p32)",

=1

3)ona

o(n) = [[ ) = n] (1 - 1/p2).
i=1 =1

Démonstration. Le point 1) résulte du lemme chinois (6.1). On obtient alors le
point 2) en passant aux éléments inversibles et le calcul de ¢(n) s’ensuit aussitot.

Pour étre complet il nous reste & examiner la structure des (Z/p®Z)* pour p
premier. On a d’abord le résultat suivant :

Lemme 7.5.
Si p est un nombre premier on a un isomorphisme (Z/pZ)* ~ Z/(p — 1)Z.

Démonstration. Voir Chapitre III 2.7 ou [S1], nous montrerons plus généralement
que le groupe multiplicatif d’un corps fini est cyclique.
11 faut ensuite distinguer les cas p = 2 ou p impair.

Proposition 7.6.
Si p est un nombre premier > 3 et o un entier > 2 on a :

(Z/p°Z)* ~Z[p(p*)Z ~Z[p*"}(p - 1)Z.

Démonstration. On commence par établir le

Lemme 7.7.
SikeN* onal(l +p)”k =1+ X p*t! avec A € N*, premier 4 p.
Démonstration (du lemme 7.7). On raisonne par récurrence sur k. Pour ¥ =1 on
a la formule :

(1+pP=1+Clp+---+CLp'+.- +p°
et, pour 1 < i < p, p divise C;, donc, pour i > 2 et i < p, p*|Cip' et comme
p > 3, p° divise aussi p? de sorte qu'on a, en définitive :

(1+p)? =1+ p% + up? =1+ p%(1 + up)
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et A =1 + up est bien premier a p.
Supposons le lemme prouvé au rang k. On a donc :

(1+p) =14 p**!

avec A premier a p.
1l en résulte :
p—-1
(1 +p)pk+l — (1 +A pk+1)p =1+ ZC;;/\ip(k+l)i + /\pp(k+1)p.
i=1

k+2

Pour i = 1 on a le terme Ap**2, pour i > 2, p**3 est en facteur et donc on a bien

1 +p)P"" =142\ + up).

De ce lemme résulte que 1 + p est un élément d’ordre p*~! de (Z/p>Z)*. On a en
effet : (1 +1f))”°'—1 =14 p® =1 (mod. p*) et (1 +p)”"_2 =1+Ap*lavecp[),
donc (1+p)?""" # 1 dans Z/p°Z.
La proposition résulte alors de ce lemme : on considére I’homomorphisme surjectif
naturel induit par l'identité de Z :

¥ :(Z/p°2)" — (Z/pZ)".

Soit z € (Z/p*Z)* un élément tel que ¥(z) engendre Z/(p —1)Z (cf. 7.5). L'ordre
de z est un multiple de p — 1 et donc, dans le groupe < z > il y a un élément
y d’ordre p — 1. Mais alors comme (Z/p®Z)* est abélien, y(1 + p) est d’ordre
>~ }(p — 1) en vertu du lemme ci-dessous et le groupe est cyclique.

Lemme 7.8.
Soient a et b des éléments d’ordre p et q d’un groupe G. On suppose que a et b
commutent et que p et g sont premiers entre eux, alors ab est d’ordre pq.

Démonstration. Comme a et b commutent on a (ab)?? = aP7b?? = 1 donc 'ordre
de ab divise pq. Inversement, si (ab)™ = 1 = a™b" on a, en élevant i la puissance
q, a™b"? =1, donc a™? = 1. Il en résulte que l'ordre p de a divise nq donc aussi n
puisque p et ¢ sont premiers entre eux. Le méme raisonnement appliqué & b montre
que q divise n et donc pq divise n.

Remarque 7.9. Attention le lemme 7.8 ne subsiste pas si a et b ne commutent
pas (sinon, par exemple, le groupe &3 serait cyclique), ni si p et g ont un facteur
commun, méme en remplacant le produit pg par le ppcm de p et g (regarder le cas
b=a™1).

1l reste & traiter le cas p =2 :

Proposition 7.10.
On a (Z/2Z)* = {1}, (Z/4Z)* ={1,—-1} ~ Z/2Z.
Pour o > 3 on a (Z/2°Z)* ~ Z/2Z x Z/2*~%Z.

On notera que le groupe n’est donc pas cyclique si a > 3.
Démonstration. Les cas de 2 et 4 sont triviaux. Pour les autres on commence par
prouver le lemme suivant :
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Lemme 7.11. i}
Soit k € N* , on a (5)%>" = 1+ A2*+2 avec X impair.

Démonstration (de 7.11) On raisonne encore par récurrence; pour k =1on a:
52=(1+4)2=1+38.
On suppose ensuite :
k
(5)%" =1+ a2k+2
et on a alors -
(5)2 — (1 + A2k+2)2 =1+ A2k+3 + A222k+4
d’ol1 le résultat.

Revenant & 7.10, on considére alors, si o > 3, ’homomorphisme surjectif
¥ :(2/2°Z)" — (Z/42)* = {1,-1} ~ Z/2Z.

Si N =Kery,ona|N|=2%2 et I'lément 5 de N est d’ordre 2*~2 par 7.11
donc N est cyclique et on a la suite exacte :

1 — 2/2°72Z — (2/2°2) 4 2/2Z — 1.
D’autre part, comme 1 et —1 ne sont pas égaux modulo 4, le sous-groupe {1,—1}
de (Z/2*Z)* fournit un relévement de Z/2Z, de sorte que ’extension est scindée,
mais comme (Z/2*Z)* est abélien, on a un produit direct :
(2/2°Z)* ~Z/2°7% x Z/2Z,
et ceci acheve I’étude de Aut Z/nZ.
Application : détermination des groupes d’ordre pq pour p,q premiers; p < q.

Soit G un tel groupe, @ un ¢-Sylow de G (cf. 5.4). D’aprés 5.7, le nombre k des
g-groupes de Sylow est un diviseur de p, congru & 1 modulo q, doncona k =1 et
Q est distingué dans G.

Comme g est premier, on a @ =~ Z/qZ, et de méme G/Q ~ Z/pZ. De plus si P
est un p-Sylow quelconque, il fournit un relévement de G/Q et donc G est produit
semi-direct : G ~ Z/qZ x Z/pZ. 1l reste A calculer ces produits. On a vu ci-dessus
I'isomorphisme Aut Z/qZ ~ Z/(q — 1)Z.

L’opération de Z/pZ sur Z/qZ correspond donc 4 un homomorphisme

v:Z/pZ — Z/(qg-1)Z.
Deux cas sont possibles :

1) pfq—1, le seul ¢ possible est trivial, le produit est direct et G ~ Z/pqZ est
cyclique (cf. 6.1),

2) pla—1, Z/(g — 1)Z posséde un unique sous-groupe d’ordre p et il y a donc
une opération non triviale, donc un vrai produit semi-direct. De plus deux telles
opérations ¢, 1 “different” d’un automorphisme de Z/pZ et le lemme facile suivant
montre qu’alors les produits correspondants sont isomorphes :

Lemme 7.12.

Soient ¢,vy deux opérations de H sur N et o € Aut H tel que le diagramme
ci-dessous soit commutatif :

H 25 Aut(N)
al v ie. p=9yoa.
H
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Alors, I'application (n,h) — (n,a(h)) est un isomorphisme de N xy, H sur
N x, H.

En conclusion on a montré le théoréme :

Théoréeme 7.13.

Soient p,q des nombres premiers avec p < q.

1) Si pJq — 1 tout groupe d’ordre pq est cyclique. C’est le cas par exemple si
pqg =15, 35, 51, ...

2) Sip|q—1 il y a deux groupes d’ordre pq non isomorphes, le groupe cyclique
et un produit semi-direct non commutatif. Par exemple sip =2 on a Z/2qZ et le
groupe diédral D,. Ce cas se produit encore pour pg = 21, 39, ... (3)

Pour d’autres exemples de ces techniques, voir les exercices.
8. Structures des groupes symétrique &, et alterné ..

Le théoreme essentiel de ce paragraphe est le suivant :

Théoréme 8.1.
Le groupe A, est simple pour n > 5.

Corollaire 8.2.
On a D(,) =9, pourn > 5 et D(S,) =2, pourn > 2.

.

Ces résultats sont historiquement trés importants, diis &4 E. Galois et liés a
'impossibilité de résoudre par radicaux 1’équation générale de degré > 5 (en fait
le corollaire suffit). On trouve ici un premier exemple non banal (i.e. autre que le
groupe Z/pZ avec p premier) de groupe simple.

Démonstration. Notons que le corollaire, qui est conséquence évidente du théoréme,
peut aussi se démontrer directement : il est clair que 'on a D(2,,) C D(S,) C A,.
Comme 2,, est engendré par les 3-cycles, il suffit de prouver que tout 3-cycle est,
dans 2,,, un commutateur. Soit ¢ = (a,b,¢) un 3-cycle, 02 = (a,c,b) en est un
autre, donc (cf. 4.10) 02 et o sont conjugués dans %, : il existe 7 € A, avec
0?2 =717lor dotto =07 '77107 cqfd! Le lecteur montrera de méme ’assertion
concernant D(S,,).

Passons maintenant au théoréme :
Nous allons en donner une démonstration en deux temps : pour n = 5 d’abord, par
une méthode trés élémentaire qui mettra en évidence I'intérét de la connaissance
des classes de conjugaison dans les questions de simplicité; pour n > 5 ensuite,
par réduction au cas n = 5, suivant une technique que nous retrouverons pour les
groupes orthogonaux.
Le principe des démonstrations de simplicité que nous donnerons dans cet ouvrage
est le suivant. Soit H un sous-groupe distingué de G,

1) si h € H, la classe de conjugaison de h est contenue dans H i.e. on a
Vge G, ghg~l € H,

I1 résulte du théoréme de la progression arithmétique de Dirichlet, cf. [S1] Ch. VI,
que, pour p fixé, p > 3, il existe une infinité de nombres premiers q satisfaisant
I'une ou lautre des deux conditions ci-dessus.
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2)sih € Het g €G le commutateur ¢ = ghg~1h~! = (ghg~1)h~! est dans
H et n’est pas, en général, conjugué de h, de sorte qu’on obtient ainsi une nouvelle
classe de conjugaison, le but ultime étant de montrer qu'un systéme générateur de
G est tout entier dans H.

1) Le théoréme pour n = 5.

Le groupe 2s a 60 éléments : le neutre, 15 éléments d’ordre 2 (produit de deux
transpositions disjointes), 20 d’ordre 3 (3-cycles), 24 d’ordre 5 (5-cycles).

On a vu que les cycles d’ordre 3 sont conjugués dans 2s. Les éléments d’ordre 2
le sont aussi : si 7 = (ab)(cd)(e) et 7' = ('V')(c/d’)(€’) il existe o € Ay, tel que
o(a) =d', o(b) =V, o(e) =€ et on a alors 7' = g707!.

Soit alors H <1 s, H # {1}. Si H contient un élément d’ordre 3 (resp. 2) il les
contient tous d’aprés ce qui précéde. S’il contient un élément d’ordre 5, il contient le
5-Sylow engendré par cet élément, donc tous les 5-sous groupes de Sylow puisqu’ils
sont conjugués, donc tous les éléments d’ordre 5.

Mais H ne peut contenir un seul des trois types d’éléments précédents (en plus du
neutre) car ni 25 = 24+1, ni 21 = 20+ 1, ni 16 = 15+ 1 ne divisent 60 (n’oublions
pas que le cardinal de H divise |%s| = 60). Donc H contient au moins deux des
trois types, d’ou |H| > 15+ 20+ 1 = 36 et donc |H| =60, H = Us.

Remarque 8.3. Les 24 éléments d’ordre 5 ne sont pas conjugués dans s (sinon ils
formeraient une orbite et 24 diviserait 60). On peut cependant éviter le recours a
Sylow dans la démonstration précédente en remarquant que si a et b sont d’ordre
5, b est conjugué dans s de a ou de a2.

2) Le cas n > 5.

Posons E = {1,...,n}. Soit H a A, H # {1} et soit 0 € H, ¢ # 1. On va se
ramener au cas n = 5 et, pour ceci, fabriquer a partir de ¢ un élément non trivial
de H qui n’agisse, en fait, que sur un ensemble & 5 éléments, donc qui ait n — 5
points fixes.

Vu les remarques ci-dessus, la méthode naturelle 4 notre disposition est de prendre
un commutateur p = 7o~ 'o~1, avec 7 € U, Ecrivant p = (r671)o"!, on a vu
que p est dans H. Mais si on regarde p par I'autre bout : p = 7(67716~!) on
constate que p est produit de deux éléments du type de 7 de sorte que si 7 a
beaucoup de points fixes, il en sera de méme de p.

11 ne reste plus qu’a mettre ces remarques en forme :

Comme o # 1, il existe a € E tel que b = o(a) # a. Soit ¢ € E tel que ¢ # a, b, a(b),
soit 7 le 3-cycle 7 = (acb), de sorte que 77! = (abc) et soit p = 70770~ =
(acb)(oa,ab, oc). Comme b = o(a), I'ensemble F = {a,b,c,0a,0b,0c} a au plus 5
éléments et on a p(F) = F, p|g_r =Idg_p.

Quitte a rajouter, au besoin, des éléments & F', on peut supposer |F| = 5. On note
enfin que p est distinct de 1, car p(b) = To(b) # b puisque a(b) £ 7-1(b) = c.
Soit alors 2A(F') I'ensemble des permutations paires de F', A(F) est isomorphe a
s et A(F) se plonge dans 2, par v +— T avec :

ulr=u ; Ug-r=Idg_p.

Posons Hyp = {u € A(F)|7 € H} = HNY(F). 1l est clair que Hy est distingué
dans /(F) et qu'on a p|r € Hy et p|r # Idr. Comme A(F) ~ As est simple, on
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a Hy = A(F). Soit alors u un cycle d’ordre 3 de A(F), il est dans Hy, donc 7 qui
est encore un cycle d’ordre 3 est dans H.

Mais, comme les 3-cycles sont conjugués dans ,,, ils sont tous dans H, et comme
ils engendrent A,,, on a montré H = A,,, ce qui achéve la démonstration.

Remarque 8.4. Le groupe A4 n’est pas simple car D(?,;) est un sous-groupe
distingué d’ordre 4 isomorphe 3 V} :
D(24) = {id; (12)(34); (13)(24); (14)(23)}.
Corollaire 8.5.
Pour n > 5 les sous-groupes distingués de &,, sont {1},%,, G,,.

Démonstration. Soit H a1 &,. On a alors HN2A, <t Ay, donc H N, = {1} ou
An.

SiHNY, =A,,ona H=92, ou&,.

Si HN®Ay, = {1}, la signature ¢ induit un isomorphisme de H sur ¢(H) C {-1,1}
de sorte que |H| < 2. Si |H| = 2, on a H = {1,0}, mais si 7 € &,,, comme
Tor™1 € H et 70771 # 1, c’est que 'on a 76771 = & donc ¢ est central, or le
centre de G,, est trivial (cf. 3.2.2) d’ol1 une contradiction, donc H = {1}.

Corollaire 8.6.
Soit H un sous-groupe d’indice n de &,,, alors H est isomorphe 4 G,,_,.

Démonstration. Pour n < 3 ’assertion est évidente. Pour n = 4, si H # &3, H
est cyclique (cf. 7.13) mais c’est absurde car G4 ne contient pas d’élément d’ordre
6.

Supposons n > 5 et posons G = &, alors G, donc aussi H, opére par translation
4 gauche sur E = G/H (cf. §4 Exemple C) et on a donc un homomorphisme
¢:G— 6(F) ~6,.

Montrons que ¢ est injectif : on a vu (loc. cit.) que 'on a Ker ¢ = ﬂ aHa™' et

11
comme Ker ¢ est distingué dans G, et Ker ¢ C H, le corollaire 8.5 montre qu’on

a Ker ¢ = {1} (puisque (n — 1)! < n!/2).

Pour une raison de cardinal ¢ est donc un isomorphisme. D’autre part, comme H
est le stabilisateur de la classe 1 = H (cf. §4 Exemple C), o(H) est le stabilisateur
d’un point dans &, et c’est donc un sous-groupe isomorphe & &,,_; (voir aussi
ci-aprés, Proposition 8.10).

Calcul des automorphismes de S,,.

Les motivations sont encore celles du paragraphe 6 : le calcul des extensions.
Rappelons que parmi les automorphismes de G il y a déja les automorphismes
intérieurs qui forment un groupe Int G C Aut G. De plus, on a la suite exacte :

1—Z(G) -G —Int G — 1,

g r— ig

ol Z(G) est le centre de G et iy automorphisme donné par i,(z) = gzg~'.
Dans le cas présent, il n’y en a pas d’autres (ou presque) :
Théoréme 8.7.
Pour n # 6, tout automorphisme de G,, est intérieur : Aut S,, = Int S,,.

On notera que si on a, de plus, n > 3, on a Aut &,, ~ &,, puisque le centre de &,
est alors trivial (cf. 3.2.2).
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Démonstration. La clé de la démonstration est une traduction des propriétes
géométriques des éléments de &, en propriétés algébriques. On entend (cf. §4)
par propriétés géométriques celles relatives & I’opération de &, sur {1,...,n} (par
exemple le nombre de points fixes, les cycles ...) et par algébriques celles qui
s’expriment uniquement en termes de groupes (ordre des éléments, propriétés de
commutation ...).

Les propriétés algébriques se conservent par automorphisme, mais pas, a priori, les
propriétés géométriques. Ce sont pourtant celles qui nous intéressent ici, témoin
la proposition ci-dessous :

Proposition 8.8,
Soit p € Aut &, ; si ¢ transforme transposition en transposition, ¢ est intérieur.

Démonstration. Le groupe &,, est engendré par les transpositions 7; = (1,%) pour
i > 2. Pour chaque i, ¢(7;) est donc une transposition. De plus, si ¢ # j, 7; et 7;
ne commutent pas, donc ¢(7;) et ¢(7;) non plus, donc ces transpositions ne sont
pas disjointes.

Si on pose p(m2) = (ai,02), on peut donc supposer p(73) = (a;,as) et on
en déduit o(r;) = (oy,®;) pour i > 3 avec {a,...,0,} = {1,...,n} (si on
avait (1) = (a2, a3), comme (@ 02)(a103)(aza3) = (0na3) on aurait par ¢!
(12)(13)(12) = (13) ce qui est faux). Les a; sont tous distincts, sinon ¢ ne serait
pas injective.

On a construit ainsi une permutation a € &, et on a ania™! = (o, ;) = p(7),
de sorte que ¢ et ’automorphisme intérieur i, coincident sur les o; qui engendrent
G, donc on a ¢ = i,.

Pour utiliser 8.8 il nous reste a caractériser algébriquement les transpositions.
D’abord, ce sont des éléments d’ordre 2. Mais, dés que n > 4, ce ne sont pas les
seuls, il y a aussi les produits (ab)(cd) ...
L’idée est d’étudier le centralisateur d’un élément d’ordre 2. (*) Nous indiquons
précisément deux méthodes :

1) On calcule le cardinal d’un centralisateur ; le résultat est le suivant :

Lemme 8.9.

Soit s € &,,, on suppose que n = ky + 2ks +--- + nky, avec k; € N et que s est
produit de k) + - - - + ky, cycles disjoints, k; cycles d’ordre 1, ka d’ordre 2, ..., ky,
d’ordre n. Alors, si ¢(s) est le centralisateur de s, on a :

n
le(s)| = H AL
i=1

Nous laissons la démonstration de ce lemme en exercice. Le théoréme 8.7 en
résulte aisément. En effet, si 7 est une transposition, ¢(7) est d’ordre 2, donc
produit de k transpositions disjointes. Par ailleurs, on a ¢(c(7)) = ¢(¢(7)) et donc
le(7)| = |e(p(7))| d’otr 2(n — 2)! = 2% k! (n— 2k)! On voit aisément que ceci impose
k =1, sauf sin = 6 et k = 3 auquel cas on a bien 2.4! = 48 = 233!, Par conséquent,
sauf (peut-étre) pour n = 6, p est intérieur.

(%) Les spécialistes de théorie des groupes savent bien que c¢’est une bonne idée !
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2) L’autre méthode, ot le cas n = 6 apparait de fagon plus naturelle, consiste &
étudier la structure de groupe du centralisateur.
Notons déja que I'on peut supposer n > 6. En effet, pour n > 2 on a D(&,,) = 9,,,
et comme ¢ transforme commutateur en commutateur, il conserve 2, de sorte que
I'image d’une transposition est un produit d’'un nombre impair k de transpositions
disjointes. Si k #1 on a donc k > 3 et n > 6.
Soit d’abord 7 = (a,b) une transposition. Si s € ¢(7), on a s757! = (s(a)s(b)) =
(a,b). Sion pose E={1,...,n} et F = E — {a,b}, on a donc :

s € ¢(t) &> s({a,b}) = {a,b} = s(F) = F.
On a ainsi un homomorphisme surjectif :
r:c(r) — G(F) =6,
s — S|
et, comme Kerr = {1,7}, on a la suite exacte :
1—2Z/2Z — (1) — S,_2 — 1.

Soit maintenant 7 = (a1,a3)...(a2x—1,a2¢) un produit de k transpositions
disjointes et posons 7; = (azi—1,a2i). Comme les 7; commutent entre elles, on
aT; € ¢(7). Le sous-groupe N de ¢(7) engendré par les 7; est de cardinal 2%, formé
d’éléments d’ordre 2, il est donc isomorphe & (Z/2Z)*. De plus, N est distingué
dans ¢(7). En effet, si s est dans ¢(7), on a :

sts~ ! = (s(a1),s(az)) ... (s(azk_1),s(az)) =7
donc, vu l'unicité de la décomposition en cycles disjoints, la conjugaison par s
permute les 7; : sms7™! =75
(On peut vérifier aisément que ¢(7)/N est isomorphe & &) x &,,_z;, mais nous
n’utiliserons pas ce fait).

Revenons au théoréme, et supposons que pour une transposition 7, @(7) = 7/
soit un produit de k transpositions avec k > 3. Les centralisateurs ¢(7) et c(7')
sont alors isomorphes, donc ¢(7) contient un sous-groupe distingué isomorphe &
(Z/2Z)*. Par r on en déduit que G,,_; posséde un sous-groupe distingué isomorphe
a (Z/2Z)!, avecl =k ou k — 1, donc I > 0.

Mais on connait les sous-groupes distingués de G,,_» (cf. 8.5) et on voit que ceci
n’est possible que si n —2 = 4 (donc n = 6) ou n—2 =2 (donc n = 4). Comme on
a supposé n > 6 on a donc prouvé que, sauf peut-étre pour n = 6, I'image d’une
transposition par ¢ est une transposition, de sorte que ¢ est intérieur.

Il reste & examiner le cas n = 6.

Nous allons prouver qu’il est exceptionnel : on a Aut G¢ # Int Sg.

On commence par remarquer que si on a une bijection f : E — F entre deux
ensembles, on en déduit un isomorphisme de groupes :

¢ : 6(E) — &(F) par ¢(o) = faf™'.
En particulier, bien stir, si |[E| = n, on a §(E) ~ &,. On note, de plus, que ¢
transforme le stabilisateur de e € F en celui de f(e) € F.
On pose ensuite X = {1,...,n}, 6(X) = G, et on note S(i) le stabilisateur de i :

S() ={o € B, |a(i) =1}

C’est un sous-groupe d’indice n de G, isomorphe 4 6,,_, et les S(7) sont conjugués
car, si 7(i) = j, on a 78(i)7~! = S(4).
On a alors la proposition suivante :
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Proposition 8.10.

Pour n # 4 les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) Aut &, =Int G,,.

2) Les sous-groupes d’indice n de G, sont tous conjugués (donc ce sont les S(i)).

Démonstration. Prouvons seulement (non 2) = (non 1), le reste ne nous est
pas utile et est laissé & titre d’exercice.

Soit donc H un sous-groupe d’indice 7, non conjugué des S(i). On a vu dans la
démonstration de 8.6 qu’on a un isomorphisme :

v:6, — 6(6,/H)

obtenu en faisant opérer &, par translation sur &, /H. Dans cet isomorphisme,
@(H) est le stabilisateur de la classe H = 1.

Choisissant une bijection f de G,,/H sur X = {1,...,n} telle que f(I) =1, onen
déduit un isomorphisme :

¥:6(6,/H) — &,

et o(H) s’envoie par 9 sur S(1). On en déduit que ¥ o ¢ est un automorphisme
de &, qui vérifie ¥ o p(H) = S(1), mais, comme H et S(1) ne sont pas conjugués,
1 © v ne saurait étre intérieur.

On peut maintenant conclure :

Proposition 8.11.
On a Aut G¢ # Int Se.

Démonstration.
Il suffit de construire un sous-groupe H d’indice 6 de &g, non conjugué des S(3).
Pour ceci, il suffit de trouver un tel H qui opére transitivement sur {1,...,6}.

Nous verrons une tres belle méthode pour y parvenir 3 partir des groupes linéaires
(cf. IV, 5.4.3). En voici une autre, fondée sur les théoreémes de Sylow :

Lemme 8.12.
Le groupe G5 contient 6 sous-groupes de Sylow d’ordre 5.

Démonstration. Soit k le nombre de 5-Sylow de &5. On a k =1 (mod. 5) et k|24,
donc k = 1 ou 6. Le cas k = 1 est & rejeter sinon P serait distingué, d’ou la
conclusion.

Revenons & 8.11. Soit X I’ensemble des 5-Sylow de &s. Le groupe &5 opeére sur
X par conjugaison, transitivement (cf. 5.7) et fidélement (cf. 8.5). On a donc un
homomorphisme injectif :

p:65 — 6(X) ~ S
et comme &5 est transitif sur X, le sous-groupe ¢(S5) convient.

Remarque 8.13. On voit facilement que Int Gg est un sous-groupe d’indice 2 de
Aut Gg. En effet, si ¢ et 1 sont deux automorphismes “extérieurs” ils transforment
tous deux la classe de conjugaison des transpositions (qui a 15 éléments) en celle des
produits de 3 transpositions disjointes, mais alors, 4o conserve les transpositions
donc est intérieur.



EXERCICES SUR LE CHAPITRE 1

A. Groupes cycliques et (Z/nZ)*.

1) Montrer que tout sous-groupe (resp. tout quotient) d’un groupe cyclique est
cyclique.

2) Montrer que, si d est un diviseur de n, Z/nZ a exactement un sous-groupe
et un quotient d’ordre d.

3) Soit G un groupe dont tout sous-groupe propre est cyclique. G est-il
nécessairement cyclique, abélien ? Si G est de plus supposé abélien est-il cyclique ?
Exemples.

4) Soit G un groupe, Z son centre. On suppose G/Z cyclique. Montrer que G
est abélien.
Application : montrer que tout groupe d’ordre p?, avec p premier, est isomorphe
AZ/p*’Z oua Z/pZ x Z/pZ.

5) Soient a,n € Z, avec (a,n) = 1, montrer qu'on a a*™ =1 (mod. n).

6) Déterminer les entiers n pour lesquels (Z/nZ)* est cyclique.

B. Sous-groupes distingués.

1) On suppose que H et K sont des sous-groupes distingués de G, montrer que
le sous-groupe H ()| K est distingué dans G.

2) Siona K a4 H a G, at-on nécessairement K <t G? Et si K est un
sous-groupe caractéristique de H ?
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3) Un groupe dont tout sous-groupe est distingué est-il nécessairement abélien ?

4) Soit G un groupe fini, p le plus petit facteur premier de |G|, H un sous-groupe
d’indice p. Montrer que H est distingué dans G (utiliser §4 Exemple C).
Etudier le cas p = 2. Application aux groupes d’ordre pg , p < g : retrouver le fait
que le ¢-Sylow est distingué.

5) Soit f : G — H un homomorphisme et soit N < H, montrer qu’on a
f7Y(N) @ G (remarque trés utile pour construire de gros sous-groupes distingués).
En déduire qu’un groupe d’ordre p® a des sous-groupes distingués de tous les ordres
pt,avec 0<i<a.

6) Soit G un groupe fini, p le plus petit facteur premier de |G|, H un sous-
groupe d’ordre p, distingué dans G. Montrer que H est central (faire opérer G
sur H par conjugaison).

C. Opérations ; conjugaison ; Sylow.

1) Deux éléments de méme ordre d’un groupe G sont-ils nécessairement con-
jugués 7 Déterminer les groupes abéliens dans lesquels cette propriété est vraie.
Donner un exemple de groupe non abélien qui la vérifie (mais ne pas trop essayer
de les trouver tous ...)

2) Démonstration de Sylow (Wielandt).

Soit G un groupe, on pose |G| = n = p*m, avec p [m.
On considére ’ensemble X des parties de G de cardinal p® et 'ensemble Y des
p-sous-groupes de Sylow de G.

a) On fait opérer G sur X par translation & gauche. Soit E € X, Gg le
stabilisateur de E. Montrer qu’on a |Gg| < p*.

b) Montrer que |Gg| = p* <> E = Sz avec z € G et S € Y. Montrer
qu’alors on a § = GE.

¢) En déduire, en considérant les orbites de X sous G, la congruence

|X|=m|Y| (mod.p).

d) Montrer qu'on a |X| =m (mod. p) (soit par un calcul direct, soit en
appliquant c) & Z/nZ).
e) Démontrer la congruence : |Y| = 1 (mod. p) (qui prouve le premier

théoréme de Sylow et une partie du second).

3) Avec les notations et la méthode de 2), étudier les sous-groupes d’ordre p*,
avec i < a.

4) Lemme de Cauchy.
Soit G un groupe abélien fini, p un diviseur premier de |G|. Montrer, sans utiliser
le théoréme de Sylow, que G contient un élément d’ordre p.
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5) Sylow par récurrence.

a) Montrer le premier théoréme de Sylow lorsque G est abélien (utiliser 4) et
une récurrence).

b) Dans le cas général, on raisonne par récurrence sur n. On fait opérer G sur
G par automorphismes intérieurs.
Montrer que, ou bien le centre Z de G est non trivial, ou bien il existe une orbite,
non réduite & un point, de cardinal premier & p. Finir par récurrence, dans les deux
cas, soit avec le centre, soit avec le stabilisateur.

6) Montrer quun groupe abélien est produit direct de ses sous-groupes de Sylow.

(Pour des précisions sur la structure des groupes abéliens, cf. par exemple [Bbki]
Alg. Ch. VII).

7) Un exercice de botanique.

On considére les groupes suivants : Z/nZ , D, , S3 , 64,65 , A4 , As , Hg
GL(2,F,), avec p premier, p<5...

Pour chacun d’entre eux on déterminera l'ordre du groupe, de ses éléments,
les classes de conjugaison, les centralisateurs des éléments, les sous-groupes,
éventuellement distingués (et, dans ce cas, les quotients), leurs classes de conju-
gaison et leurs normalisateurs, les sous-groupes de Sylow, leur nombre, les groupes
Z(G), D(G), en reconnaissant pour chaque sous-groupe d’éventuels isomorphismes
avec des groupes connus.

D. Automorphismes ; produits.

1) Montrer qu'on a Aut ((Z/pZ)") ~ GL(n,F}).

2) Calculer Aut G pour G = Vy, &3, Dy, Z/4Z x Z/2Z, Hjy (les trois derniers
sont plus difficiles).

3) Prouver le lemme 7.12.

4) Soient p,9 : H — Aut N deux homomorphismes. Soit u € Aut N, on
suppose qu'on a pour tout b € H, ¥(h) = up(h)u™!, autrement dit ¢ et 9
“different” d’un automorphisme intérieur de Aut N.

Montrer qu’alors les produits semi-directs N x,H et N X, H sont isomorphes.

5) Montrer que si pour tous a,b € G on a (ab)? = a2b?, G est abélien, ceci vaut
en particulier si pour tout a, on a a2 = 1.
Construire, comme produit semi-direct, un groupe d’ordre 27 ou tout élément est
d’ordre 3 mais qui n’est pas commutatif, bien qu'il vérifie a36® = (ab)® pour tous
a,b.
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E. Classification des groupes de petits ordres.

Le théme des exercices suivants est de trouver pour n petit (soit en valeur
absolue, soit par son nombre de facteurs premiers) tous les groupes d’ordre n,
a isomorphisme pres.

Pour cela, on utilisera deux types d’ingrédients :

a) Des théorémes permettant d’affirmer qu'un groupe n’est pas simple, au
seul vu de son cardinal. Les théorémes de Sylow permettent parfois d’y parvenir.
Nous utiliserons aussi des théoremes de Burnside.

Il faut connaitre le résultat le plus spectaculaire (mais trés difficile!) dans cette
direction : le théoréme de Feit-Thompson qui affirme que tout groupe simple non
banal (i.e. # Z/pZ) est d’ordre pair.

b) Les seules techniques de calcul des extensions & notre disposition, a savoir
les produits directs ou semi-directs.

1) Déterminer les groupes d’ordre 8 (utiliser, par exemple, les exercices D5, B4
et Ad4).

2) Utilisation de Sylow pour montrer qu’un groupe n’est pas simple.
a) La premiére méthode est de prouver que le nombre k de p-sous-groupes de
Sylow vaut 1 et ceci en utilisant les deux remarques suivantes :
l)ona k=1 (mod. p)
2) on a k||G| et précisément, si |G| = p®*m, k|m.
Exemples
n = p®q , p,q premiers p > ¢ (cf. aussi B4) (par exemple : n = 18,54,50...);
n = p*q® avec p® < ¢+ 1 (par exemple n = 20, 28,44,88,99,100...);
n = p*¢® lorsque, plus généralement, aucun p, i < o n’est congru 4 1 modulo ¢
(par exemple n = 40,45...) ; ou méme n produit de plus de 3 facteurs premiers,
dans certains cas favorables (par exemple : n = 42,255,84...)

b) Lorsque cette méthode échoue, on peut parfois conclure en dénombrant
pour un p fixé le nombre d’éléments qui sont dans les p-Sylow et en constatant
qu’il reste peu de chose pour les autres.

Ezemples
n =12,30,56... ou encore n = pgr avec p, ¢, r premiers distincts (cette méthode
fonctionne bien pour & = 1 et k proche de m.)

¢) Si G a k sous-groupes de Sylow, comme ceux-ci forment une orbite, on
a un homomorphisme ¢ : G — & dont le noyau peut fournir un sous-groupe
distingué non trivial. C’est le cas, par exemple, si |G| > k! ou méme si |G| [ k!
Ezemples
n =12,24,36,48; n = p*q avec : p* [ (¢ —1)!

d) Applications :
Montrer qu’un sous-groupe d’ordre p?q a un sous-groupe distingué non trivial.
Montrer qu’aucun groupe d’ordre n < 60 n’est simple (non banal, i.e. # Z/pZ).

3) Soit G un groupe, S un 2-sous-groupe de Sylow. On suppose S cyclique et
|G| > 2. Montrer que G n’est pas simple. En déduire que, si G est simple et |G|
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pair, |G| est multiple de 4, (ainsi, par exemple un groupe de cardinal 90 n’est pas
simple).

(Faire opérer G sur G par translation et considérer la signature de la permutation
induite sur G par le générateur s de S, on voit que £(s) = —1 d’ot un
homomorphisme non trivial dans {—1,1}).

Reprendre 2d) pour n < 100, n # 60.

4) Montrer que les groupes d’ordre 12 sont produits (directs ou semi-directs)
de groupes & 3 ou 4 éléments (!). Déterminer tous les groupes d’ordre 12 &
isomorphisme prés (il y en a 5). Reconnaitre parmi eux : Z/12Z, Z/6Z x Z/2Z,
D¢, A4, Z/6Z NZ /27, S3 xZ /27, S3 x Z/2Z, pour d’éventuels nouveaux, traiter
I’exercice C7.

4 bis) Méme question pour les groupes d’ordre 18 (attention, il y a deux actions
non conjuguées de Z/2Z sur (Z/3Z)?, cf. D4).

5) Soit G un groupe de cardinal 24,
Montrer que, si aucun sous-groupe de Sylow (d’ordre 3 ou 8) de G n’est distingué,
G est isomorphe & &4 (faire opérer G sur ses 3-Sylow).
Déterminer les groupes d’ordre 24 (il y en a 15).

6) Montrer que tout groupe d’ordre 255 est cyclique (cf. aussi F4).

7) Déterminer les groupes d’ordre p?q , p # ¢ (il y a divers cas suivant que
plg—1,q|p—1, ¢|p+1; il faut connaitre un peu la structure de GL(2, Fy)).

8) Soit p premier, p > 3 et G un groupe de cardinal p®. On suppose que G
contient un élément z d’ordre p?. Soit H =< z > le sous-groupe engendré.
a) Montrer que H est distingué dans G.
b) Soit y ¢ H. Montrer qu'on a y? € H. On pose y? = z™. Montrer que p | m.
¢) On pose y~1zy = z™. Calculer y~'z"y' en fonction de I, 7, n.
d) On cherche un entier k € N tel que yz* soit d’ordre p.
Montrer que le probleme se raméne & résoudre, en k , dans Z/p?Z, ’équation :

m+k(l+n+---+nP"1) =0.

Montrer que cette équation a toujours des solutions.
e) Déduire de ce qui précede la liste des groupes d’ordres p® (il y a 3 groupes
commutatifs et 2 produits semi-directs).

9) Compléter pour n < 60 la liste des groupes, 4 isomorphisme preés (on évitera
les cas n = 16, 32, 48, 54).

Plus généralement, toute extension G de deux groupes finis N et H de cardinaux
premiers entre eux est scindée : théoréme de Schur-Zassenhaus, cf. [H].
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F. Le transfert. Théoréme de Burnside.

Pour progresser un peu dans la classification nous introduisons dans les exercices
suivants du matériel supplémentaire.

1) L’homomorphisme de transfert.
Soit G groupe fini, H un sous-groupe, G/ H I'ensemble des classes & gauche. Soient
Z1,...,Zn des représentants des classes de sorte qu'on a :

G/H = {z,H,...,z,H}, avec 1 € H.

Soit X = {z1,...,2n}; G opére sur G/H par translation, donc sur X par :
9. = z; <=> (9z;)H = z;H. Mieux, G opére sur {1,...,n} par: g.z; = z4;.
On pose alors, pour i € {1,...,n} : gz; = zg.:hi q; avec h; 4; € H.

Soit D(H) le groupe dérivé de H, le quotient H/D(H) est abélien et on note % la
classe de h modulo D(H). On pose alors :

™
Ve-nu(g) = H hig.i
i=1
Montrer que :
1) Vg—pg est un homomorphisme de G dans H/D(H), appelé transfert
(Verlagerung) de G dans H.
2) Ve u ne dépend pas du choix des z;, (cf. [H] §14).

2) Théoréme de Burnside.

Soit G un groupe fini, P un p-Sylow de G. On suppose que P est contenu dans le
centre de son normalisateur.
On va montrer que P posséde un p-complément i.e. qu’il existe un sous-groupe
N a G tel que G/N ~ P.
Pour ceci, on établira les points suivants :

a) Soient A;,A; C P deux parties « distinguées » dans P (i.e. telles que
Vg € P, gAig~' = A;). On suppose A,, A, conjuguées dans G, montrer qu’elles le
sont aussi dans Ng(P), normalisateur de P dans G (considérer le normalisateur
de A; et utiliser ’argument de Frattini, voir la démonstration du théoréme 5.7).

b) On considére le transfert Vg_p : G — P (cf. 1) ci-dessus). Il suffit de
prouver que V est surjectif. Pour ceci, si « € P, on calculera V(u) en utilisant pour
représentants de G/ P les éléments v/ z; ol w(z)),...,w(z,) sont les orbites de G

23

sous < u>. On trouvera V(u) = H:ci_ lumiz;, avec r; = |w(z;)|, puis on utilisera
1

i=
a) et I’hypothese P C Z(Ng(P)).

3) Application.
Soit G un groupe fini simple # Z/pZ, n son ordre, montrer qu’on a ’alternative
suivante :
1) ou bien 12 divise n,
2) ou bien le plus petit facteur premier de n est au moins au cube.
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4) Soit n un entier. On dit que n est cyclique si tout groupe d’ordre n est
cyclique.
Montrer que pour qu’un entier n soit cyclique, il faut et il suffit que n soit premier
a ¢(n), i.e. qu'on ait n = p...p,, avec les p; premiers distincts et p; [ p; — 1,
(utiliser 3).
Cas particulier : retrouver le cas des groupes d’ordre pq.

5) Méme exercice qu’en 4) mais en remplagant cyclique par abélien. Montrer
que n = p{...p%r doit vérifier les conditions suivantes :
1) 1 £ oy £ 2 pour tout ¢,
2) Vi’ja i #Ja Pi/“’j -1,
3) Pour tout i tel que o; = 2, et pour tout j, p; [ pi + 1.

6) Montrer que si G est simple et |G| = 60 on a G ~ 25 (montrer que G a cing
sous-groupes de Sylow d’ordre 4, cf. 2), et le faire opérer sur cet ensemble & cingq
éléments.)

7) Si |G| = 60 et si G n’est pas simple, montrer qu’il est produit semi-direct
(fabriquer des sous-groupes distingués d’ordre 12, 15 ou 20).
Déterminer tous les groupes d’ordre 60 (il y en a 13, difficile).

8) Vers Feit-Thomson.
Montrer qu'un groupe d’ordre n impair, avec n < 2000 est soit de la forme Z/pZ,
soit non simple (utiliser les exercices 2) et 3) ci-dessus et un autre théoréme de
Burnside, que l'on admettra, cf. [S2] : tout groupe d’ordre p*q® est non simple
pour a + 8 > 1).

G. Groupes symétrique et alterné.

1) Montrer que les 2-Sylow de G4 sont isomorphes 4 D4. Combien y-en-a-t-il ?

2) Montrer que les 2-Sylow de 25 sont isomorphes & V3. Combien y-en-a-t-il ?

3) Montrer que 2, est engendré par les carrés des éléments de G,,.

4) Montrer que s est engendré par o = (1234 5) et 7 = (1 35)(2 4 6).
(Soit H =<, 7>, calculer o7 et en déduire une majoration de 'indice de H, puis
utiliser 3a) et E 2c)).
Montrer qu’en revanche ¢ = (123 4 5) et 7 = (1 3 6)(2 5 4) n’engendrent par As.
Que peut-on dire du groupe <o, 7> ? (difficile).




II. ANNEAUX,

propriétés arithmétiques

0. Rappels.

Nous supposons connue la notion d’anneau, et notamment d’anneau de polynémes.
Les anneaux que nous étudierons sont supposés commutatifs (la théorie des
anneaux et algébres non commutatifs est intéressante, mais trés différente, cf.[Bl],
nous rencontrerons seulement, dans les prochains chapitres, 1’algébre de matrices
M(n, k) et le corps des quaternions).

Les anneaux seront aussi supposés unitaires (les anneaux non unitaires, eux,
n’ont guére d’intérét et interviennent, essentiellement, comme idéaux des anneaux
unitaires).

Nous supposons, de plus, que les homomorphismes conservent les éléments unités :
siona f: A— B, f(14) = 1p et que les sous-anneaux contiennent ’élément
unité de I’anneau.

La notion d’idéal est supposée connue ainsi que celle d’anneau quotient. Nous
utiliserons librement les résultats et les notions qui suivent :

a) Théoréme d’isomorphisme.

Soit f: A — B un homomorphisme d’anneaux et I = Ker f. Soit J un idéal de A
contenu dans I et p: A — A/J la projection canonique. Alors :

1) il existe un unique homomorphisme f : A/J — B tel que f = fp (on dit que f
se factorise par A/J),

2) f est injectif si et seulement si on a J = I,

3) f est surjectif si et seulement si f lest.

En particulier on a Im f ~ A/Ker f.

b) Propriété universelle des anneauz de polynomes.
Soient A et B deux anneaux. La donnée d’un homomorphisme
f : A[Xl,...,Xn] —>B

équivaut a la donnée de sa restriction a A (donc d’'un homomorphisme de A dans
B) et des images des X; (donc de n éléments de B), cf. [L] Ch. V.
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¢) Opérations sur les idéaux.

On note (z) ou zA I'idéal engendré par z dans A i.e. 'ensemble des éléments de
la forme za pour a € A. Un tel idéal est dit principal

Une intersection quelconque d’idéaux est un idéal.

La somme d’une famille I d’idéaux de A est I’ensemble des sommes finies )z
avec z € Ii. C’est un idéal qui est la borne supérieure des I pour I'inclusion. On
le note Y It. En particulier si Iy = (fx) on trouve I’idéal engendré par les f.
Dans Z I'idéal somme de (z) et (y) est I'idéal engendré par le pged de z et y.

Un idéal I d’un anneau A est dit de type fini s’il est engendré par un nombre fini
d’éléments i.e. s’il existe z1,Z2,...,Z, € I tels que tout z € I s’écrive z = ) a;z;
avec des a; € A.

Le produit de deux idéaux I et J est I'idéal noté IJ engendré par les produits
zypourz € I et y € J. Ona IJ C I NJ, mais la réciproque est fausse : dans Z
I'idéal produit (resp. intersection) de (z) et (y) est I'idéal engendré par zy (resp.
par le ppcm de z et y).

d) Algébres.

Soit A un anneau. Une A-algébre est un anneau B muni d’'un homomorphisme
(souvent injectif, mais ce n’est pas indispensable) f : A — B. Elle est dite de type
fini si elle est engendrée comme algébre par un nombre fini d’éléments z,,...,z,
de B i.e., si tout élément de B est une fonction polynémiale des z; & coefficients
dans A. Il revient encore au méme (cf. b) de demander que B soit isomorphe & un
quotient d’un anneau de polynémes A[X,...,Xy].

1. Quelques remarques sur les idéaux.

a) Idéaux d’un anneav quotient.

Soit A un anneau, I un idéal, p: A — A/I la surjection canonique.
Alors les idéaux de A/I sont en bijection avec les idéaux de A contenant I via les
deux applications, croissantes relativement & 'inclusion :

JDOIw p(J)
pHIN) = T
Attention, I'image d’un idéal par un homomorphisme n’est pas en général un idéal.
C’est vrai toutefois dans le cas oit ’homomorphisme est surjectif. En revanche avec
I'image réciproque tout se passe bien.

b) Anneauz intégres.

Définition 1.1.

Un anneau A est dit intégre si on a :

1) A # {0},

2)Va,be A, ab=0 = a=00ub=0.

Ezemples 1.2.

1) Si A est un corps, A est intégre.

2) Un sous-anneau d’un anneau inteégre l’est aussi.

3) Réciproquement, tout anneau intégre est un sous-anneau d’un corps, son
corps des fractions K = Fr (A) (construit & partir de A comme Q & partir de Z).
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4) Si A est intégre, 'anneau des polynémes A[X] est integre.
5) En revanche, si I est un idéal de A, A/I n’est pas nécessairement integre,
méme si A 'est. A cet égard on a la définition suivante :

Définition 1.3.

Soit A un anneau, I un idéal de A, I est dit premier si et seulement si 'anneau
A/I est intégre. Il revient au méme d’imposer :

1)A#£1,

2)Va,be A, abel = ac€loubel.

Exemples 1.4.
1) Si A =Z, I = nZ est premier si et seulement si n = 0 ou n premier (cf. §3).
2) Si on a un homomorphisme f : A — B et si I est un idéal premier de B,
F~1(I) est un idéal premier de A.

¢) Idéauz mazimauxz.

Définition 1.5.

Un idéal I de A est dit maximal si I # A et si I est maximal (relativement a
linclusion) pour cette condition : si J est un idéal de A telque J D I et J # A,
onalJ=1.

Exemple 1.6. Les idéaux maximaux de Z sont les pZ pour p premier.

Proposition 1.7.
Soit I un idéal de A. On a I’équivalence : I maximal <= A/I est un corps.

Corollaire 1.8.
Tout idéal maximal est premier.

Démonstration (de 1.7) On montre d’abord le lemme suivant :

Lemme 1.9.

Soit A un anneau, A est un corps si et seulement si on a :
1) A# {0},

2) les seuls idéaux de A sont {0} et A.

Démonstration. En effet si on a 1) et 2), et si a € A est non nul, I'idéal principal
aA est différent de {0}, c’est donc A, donc on a 1 € aA et a est inversible.
Réciproquement, si A est un corps et I un idéal # {0}, soit a € I, a # 0, alors on
al=a"la€l, doncl=A.

La proposition 1 résulte du lemme et de la description des idéaux de A/I, cf. a).

Notons que la réciproque du corollaire est fausse, par exemple {0} est un idéal
premier non maximal de Z, ou encore, si k est un corps, 'idéal principal (X) de
k[X,Y] est premier mais non maximal.

Signalons sans démonstration le théoréme suivant qui résulte aisément du théoréme
de Zorn :

Théoréme 1.10 (Krull).
Soit I un idéal de A, I # A, il existe un idéal maximal m de A, contenant I.
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2. Anneaux noethériens.

Il s’agit d’une propriété de finitude des anneaux, remarquablement stable par les
opérations usuelles. Rappelons qu’un idéal I d’un anneau A est dit de type fini s’il
est engendré par un nombre fini d’éléments :

I=(al,...,a,,)={/\1a1+---+)\nan|)\,~EA}.

Proposition-définition 2.1.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) Tout idéal de A est de type fini.

2) Toute suite croissante I, C I, C ... C I, C ... d’idéaux de A est stationnaire,
ie. ANeN, n>N = I,=1Iy).

3) Tout ensemble non vide d’idéaux de A a un élément maximal pour I'inclusion.
Un anneau qui vérifie 1) 2) ou 3) est dit noethérien.

Démonstration.

1) = 2). Comme la suite I, est croissante, la réunion I = U I, est un idéal,
neN

donc est de la forme I = (a),...,ax). Il existe N € N tel que a,,...,ax € Iy,

mais alors on a I = Iy d’ou le résultat.

2) = 3). Soit E un ensemble non vide d’idéaux. Supposons que F n’ait pas
d’élément maximal. On construit alors par récurrence une suite (I)nen qui
contredit 2) : on prend I} € E quelconque, puis, comme I, n’est pas maximal,
on trouve Iy € E avec I §I2, etc. (on notera qu'on n’utilise pas le théoreme de

Zorn).

3) = 1). Soit I un idéal et E = {idéaux J de A|J C I et J de type fini}.
L’ensemble E est non vide car (0) est dans E. Soit J un élément maximal de E
et,si J # I, soit a € I — J. Alors J + (a) est encore de type fini, contenu dans T
et contient strictement J ce qui contredit la maximalité de J. Onadonc J =TI et
I est bien de type fini.

Ezemples 2.2.

1) Un anneau principal (i.e. intégre et dont tout idéal est principal ; cf. §3) est
noethérien. C’est le cas, par exemple, de Z, des corps ...

2) Si A est noethérien, A/I I'est aussi (cf. §1 a)).

3) L’anneau des polyndmes & une infinité de variables A = k[X),...,Xn,.. ]
n’est pas noethérien car on a une suite croissante non stationnaire d’idéaux :
(Xh1) € (X1,X3) C ... Pour d’autres exemples, voir les exercices.

4) Un sous-anneau d’un anneau noethérien ne l’est pas nécessairement ; par
exemple si dans 3) k est un corps, 'anneau A est integre, donc (cf. §1 b)) c’est un
sous-anneau d’un corps.

Le théoréme de transfert de Hilbert fournit de nombreux exemples d’anneaux
noethériens :

Théoréme 2.3 (Hilbert).
Si A est noethérien, A[X] est noethérien.

Démonstration. Soit I un idéal de A[X]. On définit, pour n € N :

dn(I) = {coefficients dominants des éléments de I qui sont de degré n} U {0}.
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On voit aisément que dy, (I) est un idéal de A. De plus, on a les propriétés suivantes :

1)si I C J, dp(I) C dn(J) pour tout n,

2) sin € N, dn(I) - dn+1(I),

DsiIcJ, I=J<VneN, d,(I) =d.(J).
Les deux premiéres propriétés sont évidentes (pour 2) il suffit de multiplier par
X). Pour la troisiéme, supposons que I'on ait dy,(I) = dy,(J) pour tout n et I # J.
Soit P € J—1, P # 0, de degré minimal k. Le coefficient dominant de P est dans
di(J) = di(I). Soit Q € I de méme degré et de méme coefficient dominant que
P. Alors,ona P—Q € J—1I et d°(P — Q) < k ce qui contredit la minimalité du
degré de P.
Revenons au théoréme : soit Iy C I, C ... C I, C ... une suite croissante d’idéaux
de A[X]. Comme A est noethérien la famille di(I,) pour (k,n) € N x N admet
un élément maximal dj(I,,). Pour k < [, la suite di(I,) est croissante par rapport
3 n, donc il existe ny tel que pour n > ng, di(I,;) = di(In,). On pose alors :

N =sup (m; ng, ny,...,n).
Montrons alors qu’on a, pour n > N, I, = Iy ce qui établira le théoréme. En effet
comme Iy C I, il suffit, d’aprés le point 3) ci-dessus, de prouver les relations :
Vk € N, dk(In) = dk(IN).

1) Sik >lona: di(In) D di(Im) D di(Im) et di(In) D di(Im) D di(Ip) et
comme d;(I,;,) est maximal, on a bien di(Iy) = di(Iy).
2)Sik<lona:di(In) =di(In,) =di(l,) et le théoréme est démontré.

Corollaire 2.4.
Si A est noethérien, A[X),...,Xp] lest aussi.

Corollaire 2.5.

Si A est noethérien et si B est une A-algébre de type fini (cf. 0.d), B est un anneau
noethérien.

3. Propriétés arithmétiques.

On entend par propriétés arithmétiques des anneaux celles relatives & relation de
la divisibilité. On suppose A # {0} dans toute la suite.

a) Eléments inversibles.

On pose :

A*={a€c A|F€ A, ab=1}.
Les éléments de A* sont les éléments inversibles de A appelés parfois « unités de
A ». On vérifie que A* est un groupe pour la multiplication.

Ezemples 3.1.
1) Si A est un corps, on a A* = A - {0}.
2) (Z/nZ)* a été déterminé au Chapitre I §7.
3) Si k est un corps on a k[X]* = k*.

Remargue 3.2. Pour a € A,on a:a € A* < (a) = A.
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b) Divisibilité.
Définition 3.3.

Soient a,b € A. On dit que a divise b et on écrit a|b si et seulement si il existe
c€ A avecb = ac.

Proposition 3.4.
Ona:bla< (a) C (b).

En particulier, pour tout a € A et tout o € A* ona: {0} C (a) C (a) = A de
sorte que tout élément a € A divise 0 et qu’un inversible divise tous les éléments
de A.

Remarque 3.5.
La relation b|a est un préordre (i.e. elle est réflexive et transitive, mais pas
antisymétrique en général). On lui associe la relation d’équivalence :

aRb <> a|b et b|a <> (a) = (b).

Proposition 3.6.
On suppose A intégre. Alors on a aRb <= Ju € A*, a = bu.

Démonstration. En effet, on a b = ac, a = bd, d’olt b = bed, donc b(1 —cd) = 0
et comme A est intégre,sib#0,onal—cd =0 ie.c,d€ A* Lecas b =0 est
trivial.

Remarque 3.7. Ce résultat est en défaut si A n’est pas integre : on prend
A =k[X,Y,Z]/X(1 —YZ); si z,y,z sont les images de X,Y,Z dans A, on a
z = zyz donc z | zy et zy |z mais le lecteur vérifiera qu’il n’existe pas de u € A*
tel que 2y = uz.

Nous supposerons désormais A intégre.

Définition 3.8.
Soient a,b € A, on dit que a et b sont associés si et seulement si on a aRb.

Les éléments associés jouent des roles identiques pour la divisibilité ce qu’on peut
encore exprimer en disant que les éléments inversibles sont négligeables dans les
questions d’arithmétique. La proposition suivante établit un dictionnaire entre la
divisibilité et I'inclusion des idéaux principaux :

Proposition 3.9.

L’application a — (a) induit un isomorphisme d’ensembles ordonnés de A/R muni

de la relation de divisibilité, sur J(A), ensemble des idéaux principaux de A, muni
de l’inclusion inverse.

Définition 3.10.

Soit p € A. On dit que p est irréductible si et seulement si on a :
1)pg A%,

2)p=ab = a€ A* oube A~

La propriété 2) peut encore s’exprimer en disant que les seuls diviseurs de p sont
les éléments inversibles et les associés de p.

Remarques 3.11.
1) 0 n’est pas irréductible.
2) Si A n’est pas un corps : p irréductible <= (p) est maximal dans J(A)-{A}.
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Exemple 8.12. Dans Z les irréductibles sont les nombres premiers.

Définition 3.13.
Soient a,b € A ; on dit que a et b sont premiers entre eux (ou encore étrangers)
sion a:

Vde A, d|aetd|b = deA*

Autrement dit, a et b n’ont pas de diviseurs communs non triviaux.
¢) Anneauz factoriels.

La notion de factorialité généralise la propriété de décomposition unique en
facteurs premiers de Z. Attention, les anneaux factoriels ne vérifient pas toutes
les propriétés de Z (par exemple le théoréme de Bézout y est, en général, faux).

Définition 3.14.

Soit A un anneau. On dit que A est factoriel s’il vérifie les trois propriétés
suivantes : ‘

(0) A est intégre,

(E) tout élément a non nul de A s’écrit a = up,...p, avec u € A* et p1,...,pr
irréductibles,

(U) cette décomposition est unique, & permutation prés et 4 des inversibles prés :
sia=upy...pr =vq1...gs, 0onar =s et il existe 0 € &, tel que p; et g,(;) soient
associés.

On peut reformuler cette définition en introduisant un systéme de représentants
P des irréductibles de A, i.e. un ensemble P d’irréductibles qui est tel que pour
tout p irréductible il existe un unique q € P vérifiant pRq :

Définition 3.14 bis.

L’anneau A est factoriel si et seulement si :

(0) A est intégre,

(E)Va € A, a # 0, a s’écrit sous la forme a = u H p"@), avecu € A*, vp(a) €N
pEP

et les vy(a) nuls, sauf un nombre fini,

(U) cette écriture est unique.

L’entier vy(a) s’appelle la valuation p-adique de a.

Ezxzemples 8.15. On peut prendre comme systeme de représentants :
dans Z les nombres premiers > 0,
dans k[X] (k désignant un corps) les polyndmes unitaires irréductibles.

Remarque 8.16. Avec ces notations, pour a,b# Oona:
a|lb = Vpe P, vp(a) <v,(d).

Nous allons maintenant analyser un peu les deux conditions (E) et (U).

Si nous partons d’un élément a € A, non irréductible, il s’écrit @ = bc ol b et ¢ ne
sont pas associés a a. Si b ou ¢ n’est pas irréductible, on peut réitérer ’opération. La
condition (E) affirme essentiellement que cette dichotomie s’arréte. Par exemple,
dans Z, c’est 'ordre de grandeur des nombres a, b, ¢ avec (|b],|c| < |a|) qui force
I’arrét du processus. On peut donc s’attendre 4 ce que cette propriété de finitude
soit valable pour un anneau noethérien. De fait :
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Proposition 3.17.
Si A est noethérien et intégre, A vérifie (E).

Démonstration. On considére ’ensemble :
F ={(a) € J(A)|a #0 et a n’est pas de la forme a = up, ... p,}.

En particulier, si (a) € F, a n’est ni inversible, ni irréductible.

Supposons F' non vide, et soit (a) un élément maximal de F (il en existe car A
est noethérien). Comme a n’est pas irréductible on a a = bc, avec b,c € A*. On en
déduit (a) g(b), (a) g(c), sinon, si on a par exemple (a) = (), on a a = bu avec

u € A* (cf. 3.5 et 3.6), d’oll @ = bu = bc et, comme A est intégre, c = u € A*,
contradiction. Mais alors, comme (@) est maximal dans F, (b) et (c) ne sont pas
dans F et donc b et ¢ s’écrivent sous la forme de (E) : b=up;...py; c=vq ... qs,
et on a aussi @ = bc = uvp; ...prq1 ... gs ce qui contredit le fait que a est dans F'.

Remarques 3.18.

1) Attention, noethérien et intégre n’'impliquent pas factoriel. Considérons en effet

'anneau A = Z[iv5] = {a + biv/5 € C|a,b € Z}. Cet anneau est noethérien (il

est isomorphe & Z[T]/(T? + 5)) et intégre, mais on a, dans A :
9=23x3=(2+iv5)(2—iV5)

et on vérifie aisément que 3, 2+ iv/5 et 2 — iv/5 sont irréductibles ce qui contredit

la propriété (U). (On considérera pour cela la norme d’un élément z = a + ib/5,

i.e. N(z) = 2Z = a® + 5b°.)

2) Remarquons aussi que factoriel n'implique pas noethérien. Ainsi, par exemple,

I'anneau de polynémes & une infinité de variables k[Xj, ..., Xy, .. ] est factoriel et
non noethérien, cf. §2 et §4.

On s’intéresse maintenant & la condition (U).

Proposition 3.19.

Soit A un anneau intégre vérifiant (E). Les conditions suivantes sont équivalentes :
1) A vérifie (U),

2) le lemme d’Euclide : si p est irréductible et p divise ab, alors p divise a ou b,
3) p irréductible <=> (p) premier, (on dit alors parfois que p est premier),

4) le théoréme de Gauss : si a divise be et si a est premier avec b, a divise c.

Démonstration.

a) Notons déja que, sans aucune hypothése, (p) premier => p irréductible. En
effet, si p = ab, on a ab € (p), donc a ou b € (p) donc p divise a ou b.

b) L’équivalence de 2) et 3) est claire, sans 'hypothése que A vérifie (E).

¢) On a aussi, toujours sans (E), 4) => 2) (c’est clair) et 2) = 1) : en effet,
sia=ul]p*@ = v]]p¥*®), on choisit p tel que vp(a) > 0, comme p divise le
deuxiéme membre, il divise un de ses facteurs, et on a donc w,(a) > 0. On divise
alors les deux membres par p et on termine par récurrence.

d) En revanche, pour prouver 1) => 4) (ou aussi 1) = 2)) on a besoin de (E).
On décompose a, b, c en facteurs premiers et il s’agit de montrer : vy(a) < v,(c)
pour tout p. Sinon, on a, pour un p, v,(a) > vp(c), or, comme a divise bc, on a
vp(b) > vp(a) — vp(c) donc vy(b) et v,(a) sont > 0 et p divise a et b, c’est une
contradiction.

Cette proposition nous fournit un exemple important d’anneau factoriel :
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Définition 3.20.
Un anneau A est dit principal s’il est intégre et si tout idéal de A est principal.

Corollaire 3.21.
Un anneau principal est factoriel.

Démonstration. On note d’abord qu’on a les implications :

A principal => A noethérien —> A vérifie (E) (3.17).

Ensuite, si p est irréductible dans A, I'idéal (p) est maximal parmi les idéaux
principaux de A distincts de A (3.11.2), donc maximal tout court, donc premier
(cf. 1.8) et on conclut grace i la Proposition 3.19.

Remarque 3.22.

On a déterminé tous les idéaux premiers d’'un anneau A principal. Si A n’est pas
un corps, les idéaux premiers de A sont I'idéal (0) et les idéaux maximaux (p)
engendrés par les irréductibles.

d) ppcm et pgcd.
La encore, la situation connue sur Z se généralise.

Proposition-définition 3.23.

Si A est un anneau factoriel, 'ensemble ordonné A/R (ou encore J(A), cf. Prop.
3.9) est réticulé, c’est-a-dire que deux éléments ont un sup et un inf.

On pose alors, si inf((a); (b)) = (c), ¢ = ppem (a, b) (plus petit commun multiple),
et si sup((a); (b)) = (d), d = pged (a, b), (plus grand commun diviseur).

Démonstration.
Si a=1u Hpvp(a) et b =7 Hpvp(b)’ le ppcm est donné par c= Hpsup(v,,(a),up(b))
et le pged par d = [[ p™=f(vs(@)wa(8),

Remarques 3.24.
0) Attention, le ppcm et le pged ne sont définis qu’aux éléments inversibles prés.
1) On a (@) N (b) = (c) ol ¢ est le ppcm de a et b, mais pas en général
(a) + (b) = (d) avec pour d le pged (c’est le théoréme de Bézout, cf. plus loin).
2) On définit aisément par récurrence le pged et le ppem de n éléments.
3) Pour des réciproques et contre-exemples, voir les exercices.

e) Le théoréme de Bézout.

Proposition 3.25.
Soit A un anneau principal, soient a,b € A — {0} et soit d = pged (a, b), alors on a
(d) = (a) + (b) ce qui signifie encore qu'il existe A, u € A tels que d = Aa + ub.

Démonstration. Par définition du pged, 1'idéal (d) est le sup des idéaux (a) et
(b) dans I’ensemble des idéaux principaux de A, donc dans I'ensemble de tous les
idéaux, et c’est donc (a) + (b).

Corollaire 3.26.

Soit A un anneau principal, soient a,b € A — {0}, premiers entre eux. Alors, on a
(a) + (b) = (1) i.e. il existe A, ;s € A tels que 1 = Aa + pb.

Remarque 3.27. Le théoréme de Bézout est en défaut dans un anneau factoriel non
principal. Ainsi, 'anneau k[ X, Y] est factoriel (cf. §4) et X et Y sont premiers entre
eux, mais on a (X) + (Y) = (X,Y) # (1).
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f) Anneauz euclidiens.
Nous allons étudier maintenant une classe importante d’anneaux principaux.

Définition 3.28.

Un anneau A est dit euclidien si :

1) A est intégre,

2) A est muni d’une division euclidienne, i.e. il existe une fonction (appelée parfois
stathme) v : A— {0} — N telle que si a,b € A— {0}, il existe g, € A avec
a=bg+r et (r=0ouuv(r)<uvd).

Théoreme 3.29.
Un anneau euclidien est principal.

Démonstration. Soit I un idéal de A, I # {0}. Soit b € I, b # 0, tel que v(b) soit
minimal. Soit a € I, on effectue la division euclidienne de a par b :

a=>bg+r avec r =0 ou v(r) < v(b),

on a alors 7 = a — bq € I et comme v(b) est minimal pour les éléments non nuls
de I, on ar =0, donc a € (b) et on a bien montré I = (b).

Ezemple 3.30. L’anneau Z muni de 'application v(n) = |n| est euclidien.

Un autre exemple important est celui de k[X], ol k est un corps. On commence
par prouver un lemme un peu plus général :

Lemme 3.31 : division euclidienne dans A[X].

Soit A un anneau et soit P € A[X], P # 0, de coefficient dominant inversible.
Soit F € A[X], il existe Q, R € A[X], tels que I'on ait :

1) F=PQ+R,

2)d°R<d°PouR=0.

Démonstration.

On peut supposer P unitaire : P(X) = X™® +a,_1X™ ! 4+ ... + a9. On considére
I'anneau quotient B = A[X]/(P). Soit = l'image de X dans B. Il suffit de
prouver que tout élément de B est combinaison linéaire & coefficients dans A de
1,z,...,z" L. Par linéarité il suffit méme de le faire pour les mondmes z* et c’est
immédiat par récurrence en tenant compte de la relation :

" = —ap_1z" - ... —qq.

Corollaire 3.32.
Si k est un’corps, I'anneau k[X] est euclidien (avec comme stathme v(P) = d°P).

Exemple 3.33. Autres exemples d’anneauz euclidiens.

Nous verrons au §6 I'anneau Z[i]. Signalons également I'anneau k[[X]] des séries
formelles & coefficients dans un corps et 'anneau D des nombres décimaux (sous-
anneau de Q engendré par Z et 1/10), cf. §3 Exercice 7. Nous donnons au §5 un
exemple d’anneau principal non euclidien.

4. Stabilité des notions étudiées ; théoréme de Gauss.

a) Passage & ’anneau des polynémes.

Si A est principal, A[X] ne l'est plus en général :
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Proposition 4.1. _
Soit A un anneau. A[X] est principal si et seulement si A est un corps.

Démonstration. Si A est un corps, A[X] est euclidien, donc principal. Réciproque-
ment, si A[X] est principal, il est intégre, donc A aussi. Il en résulte que X est
irréductible dans A pour une raison de degré. Donc (X) est premier (car A est
factoriel), donc maximal (car A est principal) donc A ~ A[X]/(X) est un corps.
(On peut aussi considérer les idéaux (X, a) pour a € A).

En revanche, la factorialité se conserve :

Théoréme 4.2 (Gauss).
Si A est factoriel, A[X] est factoriel.

Démonstration. Notons d’abord que A[X] est intégre et qu'on a A[X]* = A*. Le
ressort de la démonstration est 'utilisation du corps des fractions K de A et de
I'anneau K[X] qui, lui, est principal donc factoriel.

On définit d’abord, pour P € A[X], P # 0, le contenu de P, noté c¢(P) :

si P(X) = anX™ +--- + ag, on pose ¢c(P) = pged (ag, - - -, an), P'élément c(P) est
bien entendu défini modulo A*.

Un polynéme P est dit primitifsion a ¢(P) = 1.

Lemme 4.3 (Gauss).

On a ¢(PQ) = ¢(P)c(Q) modulo A*.

Démonstration (de 4.3)

1) Supposons d’abord P,Q primitifs : ¢(P) = ¢(Q) = 1. Si ¢(PQ) # 1, il
existe p € A, irréductible qui divise ¢(PQ) (car A est factoriel). Mais comme on a
¢(P) = ¢(Q) =1, il existe ig,jo € N tels que :

Vi< ig, pla,- mais p[a,-o

Vj <Jjo, p|b; mais pfbj,.
Par hypothese on a

p | Ciot+jo = E a:b; = at'objo + z aibj
i+j=to+jo i+j=io+jo

i<io ou j<jo

mais alors p | ai,bj, ce qui contredit le lemme d’Euclide (3.19).
2) Passons au cas général :

Posons d = ¢(P), e = ¢(Q), P’ = P/d, @ = Q/e,on a ¢(P') = ¢(Q') = 1 et
PQ = deP'Q’ avec ¢(P'Q’) = 1 d’aprés le premier cas. Il en résulte aussitot que
c(PQ) = de.
On peut alors déterminer les irréductibles de A[X] :

Proposition 4.4.
Les polynémes P(X) € A[X] irréductibles dans A[X] sont :
1) les constantes p € A, irréductibles dans A,
2) les polynémes P(X), de degré > 1, primitifs et irréductibles dans K[X].
Démonstration (de 4.4)
a) Ces éléments sont des irréductibles :
1)Sipe Aetsip=P(X)Q(X), onad°P =d°Q =0, donc P,Q € A et 'un
d’eux est dans A*, donc est inversible dans A[X] et p est irréductible dans A[X].
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2) Si P(X) = Q(X)R(X) dans A[X], donc aussi dans K[X], comme P est
irréductible dans K[X], on a, par exemple, @ € K[X]*, donc d°Q = 0 et
Q#F0:Q =a € A On en déduit P(X) = aR(X), donc a|c¢(P) et comme
¢(P)=1, a € A* et P est irréductible.

b) Ce sont les seuls irréductibles. En effet, soit P un irréductible de A[X].

1) Si d°P =0, P = p € A est nécessairement irréductible dans A.

2) Si d°P > 0, il est clair que 'on a ¢(P) = 1 et il reste & voir que P est
irréductible dans K[X]. Sinon on aurait P(X) = Q(X)R(X) avec @, R € K[X].
On peut alors écrire Q(X) sous la forme Q(X) = 2Q’ (X) avec @ € A[X],

(@) =1 et a,b € A, premiers entre eux : si Q(X) = Z 5. —z* on prend pour

i=1 °
nooy

(;) z' puis pour a un pged des a; et enfin on

simplifie éventuellement la fractlon a/ b.

De méme on écrit R(X) = ER’(X)' On a bd P(X) = ac Q' (X)R'(X), d’ol1 en
calculant les contenus par le lemme de Gauss : ¢(bd P) = bd = c(ac Q'R’') = ac,
modulo A*.

On a donc P = AQ'R’, A € A*, mais comme P est irréductible dans A[X], Q' ou
R’ est dans A[X]* = A*, donc de degré 0, et P est donc irréductible dans K[X].

b un ppcm des b;, d'ou Q(X) =

Revenons 4 4.2 en prouvant les propriétés (E) et (U) :

Pour (E), on considére d’abord P € A[X], primitif, que ’on écrit : P(X) =
P(X)o ... P(X)*, avec P; € K[X], irréductible dans K[X]. On écrit ensuite,
comme ci-dessus :

P(X)= azP’(X) avec ¢(P}) = 1.

Comme % € K*, P; est un polyndme irréductible dans A[X] et on a :

i
(I1e)P =] ] B
mais en passant aux contenus, on voit qu’on a :
P=u[ P/* avec u € A*, d'ols (E).
Si P n’est pas primitif, on a P = dP’ avec P’ primitif et on conclut en décomposant
d dans A et P’ dans A[X].

Pour (U), on prouve que si P est irréductible, 'idéal (P) = PA[X] est premier.
1)Si P=pe€ Aalors,on a:

A[X]/(p) ~ A/ (p)[X]
qui est intégre puisque A/(p) est.
2) Si d°P > 1, on considére le diagramme ci-dessous :
A[X] — K[X]
!
A[X]/(P) — K[X]/(P)
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comme K[X]/(P) est intégre, puisque P est irréductible et K[X] principal, il suffit
de prouver que % est injectif ou encore que I’on a :

(PK[X]) N A[X] = PA[X).
Seule I'inclusion C est non triviale. Soit Q € A[X], Q = PR, R € K[X], on écrit,
comme d’habitude, R = %R’ et Q@ =c @, avec R',Q € A[X] et primitifs. D’ou :

cb @ = a PR'. Passant aux contenus, on voit que b divise a, donc que R est dans
A[X] et ceci acheve la démonstration du théoréme de Gauss.

Corollaire 4.5.
Si A est factoriel, A[X,,..., X,] est factoriel.

Démonstration. C’est clair par récurrence sur n.
On notera que les anneaux Z[X], k[X,Y] pour k un corps, sont factoriels et non
principaux.

Corollaire 4.6.
Si A est factoriel, A[X,,...,X,,...] I'est aussi.

Démonstration. Cela résulte de 4.5 car tout se passe avec un nombre fini
d’indéterminées.
b) Passage au quotient.

Bien entendu, on se restreint au cas des idéaux premiers afin que le quotient soit
intégre.

Remarque 4.7. Pour un anneau A principal la situation est trés simple : les
quotients intégres A/I de A sont A, si I = {0}, ou des corps, si I = (p), avec
p irréductible.

Si I = (a) avec a quelconque, que l'on écrit comme produit d’irréductibles
distincts : @ = p*...po", on peut calculer A/T :

A/(a) ~ H A/(p), c’est le lemme chinois.

i=1

Pour un anneau factoriel, la situation est plus compliquée, mais en général les
quotients intégres ne sont pas factoriels, par exemple

1) Z[iv/5] ~ Z[X]/(X? + 5) n'est pas factoriel (cf. 3.18),

2) C[X,Y]/(Y? — X3) n’est pas factoriel, (montrer que I'image Y de Y est un
élément irréductible, mais que 1'idéal (Y') n’est pas premier).

c¢) Sous-anneauz.

Comme dans le cas noethérien, I’exemple d'un anneau intégre plongé dans son
corps de fractions montre qu'il ne faut espérer aucune conservation par passage
aux sous-anneaux.

5. Un exemple d’anneau principal non euclidien.

14+4v/19
Nous allons prouver que ’anneau Z -HT est principal, mais n’est pas

euclidien. Un autre exemple, R[X,Y]/(X%+Y?+1), est étudié dans les exercices.
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a) Comment reconnaitre qu’un anneau n’est pas euclidien.

Proposition 5.1.
Soit A un anneau euclidien. Il existex € A, x g A*, tel que la restriction 4 A*U{0}
de la projection canonique de A sur A/(z) soit surjective.

Démonstration.

Si A est un corps, £ = 0 convient. Sinon, parmi les éléments de A non nuls et non
inversibles on choisit z tel que v(z) soit minimal.

Alors, sia € A,onaa=zq+r avec r = 0 ou v(r) < v(z), donc a = r (mod. z).
Mais, si 7 # 0, comme v(r) < v(z), 7 est inversible et a est bien égal, modulo (z),
a 0 ou & un élément de A*.

Remarques 5.2.
1) Comme l'image d’un inversible est inversible, A/(z) est un corps, donc (z)
est maximal.
2) Voici quelques exemples :
pour A =Z, A* = {1,—1}, on peut prendre z = 2 ou 3,
pour A = k[X], A* = k*, on prend z = X — a, pour a € k,
pour A = Z[i], A* = {F1,F¢} (cf. §6), on prend £ =1 —i car A/(1—1) ~ Z/2Z.

1+14v/19
2

b) Application, 'anneau A = Z [ ] = Z[o] n’est pas euclidien.

1+ i/19 1—4/19

On pose o = ,dova= et a vérifie 'équation a? —a+5 = 0.

En effet, on a a + @ = 1, a@ = 5. On pose alors
A=Zaj={2€C|z=a+ba, a,beZ}.

L’anneau Z[a] est un sous-anneau de C, donc est intégre. De plus A est stable
par conjugaison, puisque @ = 1 — a. On définit alors, pour 2z € A, N(2) = 2Z =
a? + ab + 5b% (la “norme” de z au sens des arithméticiens) et on a N(z) € N,
N(22') = N(2)N(2') et N(z) > 0 pour z # 0.

La norme nous permet de calculer le groupe A*. En effet, si 2z € A* on a
N(zz7!') = N(2)N(z7') = 1, avec N(z), N(z™!) € N, donc N(z) = 1. On a
donc, si 2 = a + ba, la relation a? + ab + 562 = 1, avec a,b € Z. Mais, on a
b% + a? 4 ab > b% +a? — |ab| > (|b] — |a])? > 0, et donc, 1 = a® + ab + 56 > 4b2.
On en déduit b = 0 et a = 1, donc A* = {1,-1}.

Il en résulte que A n’est pas euclidien, sinon, en vertu de 5.1, il existerait x € A
tel que A/(z) soit un corps 3 2 ou 3 éléments. On aurait donc un homomorphisme
surjectif ¢ : Z[a] — K, avec K = F; ou F3 (cf. Chapitre III §2). La restriction
de ¢ 34 Z étant la projection canonique de Z sur Z/2Z ou Z/3Z, on aurait donc
un élément B = ¢(a) € K vérifiant 82 — B+ 5 = 0 dans K. Pour K = F,, on
aurait 82 + 8+ 1 = 0, qui n’a pas de solutions dans F3, pour K = F3, on aurait
B% — B —1 =0 qui n’a pas de solutions dans F3, d’ol une contradiction.
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¢) L’anneau A = Z[a] est principal.

Proposition 5.3 (pseudo division euclidienne).
Soient a,b € A— {0}, il existe q,7 € A avec :

1) r =0o0u N(r) < N(b),
2)a=bg+rou2a=bg+r.

Démonstration. _

b
Soit £ = % = -Z—E € C, que l'on écrit = u + va, avec u,v € Q. Soit n = [v] la
partie entiere de v. Onav € [n, n+1[.

1 2
1) Supposons v & |n+ " + §[ et soient alors s et ¢ les entiers les plus proches

1 1
de u et v respectivement. On a |s — u| < 5 [t—v| < 3 On pose alors ¢ = s+ ta,
de sorte que g est dans Aeton a:

N 1 1 5 35
—_ = —_ 2 — _ _ 2 < = et 2_ 929 ‘
(x—qg)=(—-u’+(s—u)(t v) +5(t —v) < 1 + s + 5= 35 <1

Si on pose r = a — bg = b(x — ¢), on a bien N(r) < N(b) et le résultat voulu.

2) Supposons v € |n + -;l;, n+ -3-[ On consideére alors 2z = 2u + 2va, et on a :

1 1 2
2v€]2n+§, 2n+1+§[etdonc, si m = [2v], ona2v¢]m+§, m+§[,on&st

ramené au cas précédent, et on a 2a = bg + r avec N(r) < N(b), ce qui achéve de
prouver 5.3.

Montrons maintenant que A est principal.

1) L’idéal (2) est maximal dans A.
Il suffit de remarquer que 'on a A ~ Z[T}/(T? — T + 5) (comme on le voit par
division euclidienne, cf. 3.31) et donc, en vertu du théoréme d’isomorphisme (cf.
0.a) on a

A/(2) ~ Z[T)/(2,T? — T +5) ~ (Z/2Z)[T)/(T* + T + 1).

Or, le polyndme T2 + T + 1 est irréductible sur F; = Z/2Z, d’ou le résultat par
3.32 et 3.22.

2) Soit I un idéal # {0} de A et soit a € I, a # 0, tel que N(a) soit minimal.
Si I = (a), on a terminé, sinon, soit z € I — (a), et effectuons la pseudo-division
euclidienne de z par a :

i) Siz =ag+r avec N(r) < N(a) our =0, comme r € I, on a r = 0, donc
z € (a) et c’est une contradiction.

ii) On a donc 2z = ag+r avec N(r) < N(a) our = 0 et, pour la méme raison
que ci-dessus, on a r =0, donc 2z = aq.
Comme (2) est maximal, donc premier, on a a ou g € (2). Si g € (2), ¢ = 2¢ et
z € (a), contradiction. Donc on a q € (2) et a € (2), a = 2a’, d’ol z = a/q € ().
11 suffit alors de montrer que a’ est dans I car cela contredira la minimalité de N(a)
(puisque a = 2a’). Comme I'idéal (2) est maximal et ne contient pas g, I'idéal (2, q)
est égal & A tout entier. On a donc une relation de Bézout : A2 + pug = 1, avec
A, € A. On en déduit o’ = A2a’ + pga’ = Aa + pz, donc o’ € I puisque a et z
sont dans I.
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Remarque 5.4. On montre que 'anneau des entiers du corps quadratique Q(iv/d),
pour d € N* et d sans facteur carré, (cf. III, §2, 3, Exercice 12) est

— euclidien pour d =1,2,3,7,11,

— principal (non euclidien) pour d = 19, 43, 67, 163.

6. L’anneau Z[i] et le théoréme des deux carrés.

a) Introduction.

Le probléme est de déterminer quels entiers n € N sont sommes de deux carrés :
n = a? + b? avec a,b € N. On pose :

T={neN|n=a?+b* a,beN}.
Exemples 6.1. On a0, 1, 2, 4, 5, 8, 9, 10,... € £, mais 3, 6, 7, 11, 12,... ¢ X.
Remarque 6.2. Sin = 3 (mod. 4) on a n ¢ . En effet, si a est pair, on a
a? =0 (mod. 4), si a est impair, a® = 1 (mod. 4), donc a? + b* = 0,1, 2 (mod. 4).

L’idée que nous allons utiliser pour étudier ¥ et qui est sans doute due & Gauss

est de noter que, si n € I, n = a® + b?, n s’écrit dans C, n = (a + ib)(a — ib), et

que cette relation a lieu, en fait, dans ’anneau Z[i] des entiers de Gauss :
Z[i]={a+ibe C|a,be Z}.

En particulier si p est un nombre premier de N qui est somme de deux carrés, il

n’est plus irréductible dans Z[4], par exemple on a : 5 = (2 + i)(2 — ).

b) Etude de l’anneau Z[i].

Tout d’abord Z[i] est un anneau intdgre, puisqu’inclus dans C. On remarque
ensuite qu’on dispose d’un automorphisme de Z[i] donné par la conjugaison :

o : Z[i] — 2ZJ[i]

z=a+ib— zZ=a—1b

Comme au paragraphe précédent on a aussi la “norme” :
N:2Z[il—N

z=a+ib— 2z2=a?+1?
et N est multiplicative : N(zz') = N(2)N(2').
L’introduction de la norme permet de calculer les inversibles de Z[i] :
Proposition 6.3.
On a Z[i]* = {£1,x:i}.
Démonstration. Si z € Z[i]*, on a zz' = 1, d’oll N(z)N(z’) = 1 et comme
N(z),N(z') € N, ce n’est possible qu’avec N(z) = N(2’) = 1. Si z = a + b,
on a donc a? + b? = 1, de sorte que I’'un des nombres a ou b est nul et que ’autre
vaut 1. Notons au passage qu’on a z € Z[i]* < N(z) = 1.

Proposition 6.4.
L’ensemble % des sommes de deux carrés est stable par multiplication.

Démonstration. On traduit la propriété n € ¥ en termes d’entiers de Gauss :

n € X <= 3z € Z[i], n = N(2).
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Alors si n,n’ € £, on a n = N(2), n' = N(2’) donc nn’ = N(z2') € Z.
Si on écrit z = a + ib, 2/ = c+id, on retrouve la célebre identité dite de Lagrange
(mais sans doute connue d’Euclide) :

(@ + b?)(c + d?) = (ac — bd)? + (ad + be)?.

Cette seule proposition est déja révélatrice de l'efficacité de 'introduction de Z[3].
De plus elle rameéne essentiellement I'étude de X & la détermination des nombres p
premiers de N qui sont dans . Pour cela on va étudier la structure arithmétique
de Z[3}.

Proposition 6.5.

L’anneau Z[i] est euclidien (relativement 3 la fonction N ), donc principal.

Démonstration. Soient 2,t € Z[i] — {0}. Pour faire la division euclidienne de z par
t, on commence par considérer z/t € C. On approxime ensuite 2/t par un entier
de Gauss ¢ : si 2/t = z + iy, on prend ¢ = a +ib o a et b sont les entiers les plus

2 1
proches de z,y. On a ainsi |2/t —q| < % < 1 (car |z —al| et |y — b| sont < -2-)
On pose alors r = z — gt, de sorte que r est dans Z[i] et on a r = t(z/t — q) d’ou
I7| = |t| |2/t — q| < |t| et en élevant au carré, N(r) < N(t). On a donc bien écrit
z=gqt+r avec N(r) < N(t) comme annoncé.
On peut alors prouver le théoréme principal de ce paragraphe :

Théoréme 6.6.
Soit p € N un nombre premier. On a I’équivalence :

peEX<p=2oup=1 (mod. 4).

Démonstration. La condition est nécessaire puisqu’on a vu que si p = 3 (mod. 4)
onap¢gZ.

Pour la réciproque on établit d’abord le lemme suivant :

Lemme 6.7.
On a : p € ¥ <= p n’est pas irréductible dans Z[i].

Démonstration (du lemme 6.7).

Pour le sens = : si p = a® +b%, on a p = (a + ib)(a — ib) et a,b sont # 0, donc
a + ib,a — ib ne sont pas dans Z[i]*, de sorte que p n’est pas irréductible.

Pour le sens < : si p = 22’ avec 2,2’ # +1,+i, on a N(p) = N(2)N(2') = p? et,
comme N(z), N(z') # 1, c’est qu’on a nécessairement p = N(z), doncp € E et le
lemme est démontré.

Comme Z|[i] est principal, donc factoriel, dire que p est non irréductible c’est dire,
exactement, que Iidéal principal (p) = pZ[i] est non premier, donc que le quotient
Z[i]/(p) est non integre.
Pour étudier ce quotient on utilise I'isomorphisme :

Zi) ~ Z[X]/(X% +1)

(que 'on prouve par division euclidienne, cf. 3.31), puis les isomorphismes suivants,
qui résultent tous du théoréme d’isomorphisme 0.a :

Z[i]/(p) = Z[X]/(X* +1, p) = [Z[X])/ )] /(X? + 1) = Z/pZ[X]/(X* + 1),
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et ce dernier anneau n'est autre que F,[X]/(X2 + 1), ou F, = Z/pZ désigne le
corps a p éléments.
On a donc montré les équivalences :
(p) non premier <=> X2+ 1 non irréductible dans F,[X] <= X2 41 a une racine
dans Fp, et, en résumé :

pEL < —1€F>

Il reste & montrer que —1 est un carré de F, si et seulement si on a p = 2
ou p = 1 (mod. 4), ce que nous ferons au Chapitre III, 2.13 et qui achévera la
démonstration.

Ezemples 6.8.
On vérifie que les nombres premiers 41, 53, 61, - - - qui sont = 1 (mod. 4) sont bien
dans ¥ : 41 = 52 4+ 42; 53 =72 +22; 61 = 62 + 52...

On peut maintenant achever I’'étude de X :

Théoréme 6.9.
Soit n € N*, n # 1, on décompose n en facteurs premiers :

n= H p’”p(n)-

peP
Alors on an € ¥ <= vp(n) pair pour p =3 (mod. 4).

Démonstration.

L’implication = est claire avec 6.4 et 6.6, en notant qu’'un carré est toujours dans

2.

Pour <=, soit p = 3 (mod. 4). On montre par récurrence sur v,(n) que vy(n) est

pair. Si v,(n) = 0, c’est clair. Sinon, p divise n = a® + b% = (a + ib)(a — ib), mais

comme p est irréductible dans Z[i] (cf. 6.7), p divise, par exemple, a + ib. Mais

alors, comme p est entier, on a p|a et p|b donc p? | n et si on écrit a = pa’, b = p¥/,
n

on a p—% = a2 +V? € T. Mais vp(p-—z) = vp(n) — 2 est pair d’aprés I’hypothese de

récurrence donc aussi v,(n).

On peut aussi achever la détermination des irréductibles de Z[i] :

Théoréme 6.10,

Les irréductibles de Z[i] sont, aux éléments inversibles prés :

1) les entiers premiers p € N avec p = 3 (mod. 4),

2) les entiers de Gauss a + tb dont la norme a® + b? est un nombre premier.

Démonstration. D’abord les éléments ci-dessus sont irréductibles (pour 1) on I'a
vu, pour 2) il suffit de considérer la norme). Réciproquement, si z est irréductible,
on a N(z) = 2zZ € N. Soit p un nombre premier de N divisant N(z). Si
p =3 (mod. 4), p est premier dans Z[{] donc divise zouZ et ona z=p a £1, +i
prés. Sip € T, on a p = a® + b2 et 'entier de Gauss t = a+ b est irréductible dans
Z[i] donc divise zouZ et ona z =t out & +1, +i pres.

Remarque 6.11. Les éléments 1+ et 1 — ¢ sont associés. En revanche si z = a+ib
avec N(z) = p premier et p = 1 (mod. 4), on vérifie que z et Z ne sont pas associés.



EXERCICES SUR LE CHAPITRE II

1. Idéaux.

1) Que peut-on dire de I'irnage réciproque d’un idéal maximal par un homomor-
phisme f ? Et si f est surjectif ?

2) Soit B un idéal premier de A, I,...,I, des idéaux. On suppose que ‘B
contient le produit I, ... I,,, montrer que P contient 'un des I.

3) Montrer que si I est un idéal non premier, il existe des idéaux I, I; distincts
deltelsquelICch,ICcLet 1 I;ClI.

4) Soit A un anneau. Un élément a € A est dit nilpotent s’il existe n € N tel

que a™ = 0.

a) Montrer que I’ ensemble Nil (A) des éléments nilpotents de A est un idéal.

b) Montrer que si P est un idéal premier de A, on a Nil (4) C B.

c¢) On va montrer, réciproquement, que Nil(A) est l'intersection des idéaux
premiers de A. Pour ceci, soit s & Nil (4), et soit $ = {1,s,s%,...,s",...}. Montrer
que l'ensemble des idéaux de A disjoints de S contient un élément maximal
B (utiliser le théoréme de Zorn). Montrer que P est premier (cf. Exercice 3).
Conclure.

5) Soit A un anneau distinct de Z/4Z et de F2[X]/(X?).

Montrer I’équivalence des propriétés suivantes :

a) A est intégre,

b) tout polynome unitaire de degré n a au plus n racines dans A,

c) tout polynéme unitaire de degré 2 a au plus 2 racines dans A.
(Seul c = a est délicat. Supposer A non intégre, soient a,b € A avec ab = 0,
a,b # 0 et considérer les polynémes X(X — a + b) et X?2. Puis, remarquer que si
a est un diviseur de 0, et si z est dans A, za est un diviseur de 0).
Etudier les cas A = Z/4Z et A = F3[X]/(X?).
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2. Anneaux noethériens.

1) Soit k un corps et A = k[X,Y]. Soit :
B={Pek[X,Y]| P(X,Y) =) a;X'Y7}.
i>j
a) Montrer que B est engendré, comme k-algebre, par X, X2Y,..., X*+Hy? | .
b) Montrer que B n’est pas noethérien.

2) Soit A = H(C) l'anneau des fonctions holomorphes dans tout le plan
complexe.
a) Montrer que A est intégre. Quel est son corps des fractions ?
b) Montrer que A n’est pas noethérien (considérer, pour k € N, les idéaux :

I ={f eH(O)| f(z) =0, V2 N= {0, 1,...,k}}

et penser a utiliser la fonction sin 2).
D’autres propriétés de A sont étudiées dans les exercices du §3.

3) On se propose de montrer que si A est noethérien, A n’a qu’un nombre fini
d’idéaux premiers minimaux (au sens de I'inclusion).

a) Soit I un idéal de A. Montrer qu'il existe des idéaux premiers B,, ..., B,
telsque I O B, ... P, (raisonner par 'absurde et utiliser le point 3) de la définition
de noethérien ; cf. aussi § 1 Exercice 3).

b) Conclure en appliquant a) & I = {0} et en utilisant §1 Exercice 2.

4) Soit A un anneau noethérien et M un A-module () de type fini.

a) Montrer que M est un module noethérien (i.e. toute suite croissante de
sous-modules stationne).

b) Soit f : M — M, A-linéaire surjective. Montrer que f est bijective
(considérer la suite No = f~1{0}, Ny = f~1(N),...).

¢) La méme propriété est-elle encore vraie avec f injective ?

d) On ne suppose plus A noethérien. Montrer que b) reste vrai (si z),...,%n
engendrent M on écrira :

n
f(a:J) = E a;; Tj, aveca;; € A.
i=1
et on se rameénera au cas noethérien en considérant le sous-anneau de A engendré
par les a;; et d’autres éléments convenablement choisis).

3. Propriétés arithmétiques.

1) Calculer A[X]* lorsque A est un anneau quelconque (attention aux éléments
nilpotents de A, cf. § 1 Exercice 4).

(') Un module est & un anneau ce qu'un espace vectoriel est 3 un corps, cf. [Bbki]
Algebre Ch. II ou [L] Ch. III.
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2) Soit B un anneau et A un sous-anneau de B. Soit b € B. On dit que b est
entier sur A s’il vérifie une équation unitaire :

" + an_1b"" 1+ .-+ ag =0 avec ag,...,an-1 € A.

Un anneau integre A est dit intégralement clos si pour tout élément z € K (ol
K = Fr (A) est le corps des fractions de A), z entier sur A implique z € A.

a) Montrer qu’un anneau factoriel est intégralement clos.

b) Soit d € Z — {0} un entier sans facteur carré. On pose :

Z[Vd]) = {a +bVd € C|a,b € Z}
Montrer que si on a d = 1 (mod. 4), Z[vd] n’est pas intégralement clos (considérer

1+Vd
5 )

On peut montrer, en revanche, que si d = 2,3 mod. 4, Z[\/a] est intégralement
clos, cf. [Sa] 2.5 ou III §2,3 Exercice 12, mais pas nécessairement factoriel, comme
le montre ’exemple de d = -5, cf. II, 3.18.1.

1'élément

3) Retour sur I'anneau A = H(C), cf. §2 Exercice 2.

a) Déterminer A*. Montrer que f € A* <=3 g€ A, f=exp (9).

b) Montrer que f est irréductible dans A si et seulement si f a un seul zéro z
qui, de plus, est simple (i.e. z vérifie f(z) =0et f'(2) # 0).

c) En déduire que A n’est pas factoriel. Retrouver aussi le b) de 'exercice 2
§2.

d) Montrer que A est intégralement clos (cf. Exercice 2). On peut montrer que
A vérifie le théoreme de Bézout, i.e. que tout idéal de type fini de A est principal,
cf. [R] Ch.15.

4) Dans Z[iv/5], montrer que 3 et 2 + iv/5 n'ont pas de ppem et que 9 et
3(2 + iv/5) n’ont pas de pged.

5) Soit A un anneau intégre et vérifiant la propriété (E) (cf. 3.14). On suppose
que pour tous a,b € A, a et b ont un ppcm.
a) Montrer que a et b ont aussi un pged et qu'on a :

ab = ppcm (a, b) x pged (a, b).

b) Si m = ppem (a,b), montrer que I'on a (m) = (a) N (b).
c) Montrer que A vérifie le « lemme d’Euclide », cf. 3.19 donc que A est
factoriel.

6) Soit A un anneau factoriel vérifiant le théoréme de Bézout (i.e. tel que pour
tous a,b € A, I'idéal (a,b) est principal). Montrer que A est principal (attention,
on ne suppose pas A noethérien).

7) Soit A un anneau euclidien, relativement 3 v. Soit K = Fr (A) et, pour s € A,

s;éO,soitA,,:{:reKI:r:;in, nGN}.
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Montrer que A, est un anneau euclidien (modifier la fonction v en posant v(s) = 1).

4. Stabilité des notions étudiées ; théoréme de Gauss.

1) Soit k un corps. Etudier lirréductibilité des polynémes ci-dessous dans
klX,Y]:
Y-X2, X?2+Y24+1,X24+Y2-1,X2-Y2-1,Y2-X3 X3_Y2_X,
XY3-X?Y -Y2+ X.

2) Retour sur 'anneau C[X,Y]/(Y? — X3) = A (cf. 4.7).
On désigne par r et y les images de X,Y dans A.

a) Montrer qu'on définit un homomorphisme ¢ de A dans C[T] en posant
w(z) = T?, o(y) = T . Montrer que ¢ est injectif. Quelle est son image ?

b) Montrer que Fr (A) est isomorphe & C(T), et en déduire que A n’est pas
intégralement clos (cf. § 3 Exercice 2) (considérer 1'élément T'), donc pas factoriel.
L’anneau A est 'anneau de la courbe plane C d’équation Y2 — X3 = 0; ¢
correspond au paramétrage z = t2, y = t3 de C cf. [Fu] Ch. II. Le fait que A
ne soit pas intégralement clos est dii au point singulier de C & l'origine.

3) Montrer que C[X,Y]/(X®—Y?2 - X) n’est pas factoriel (en désignant par z,y
les images de X,Y, on montrera que y est irréductible mais que 1'idéal (y) n’est
pas premier, on a :

¥ =2 —zr=z(-1)(+1)).
Ici la courbe correspondante est non singulitre et 'anneau est intégralement clos.

4) Montrer que les anneaux C[X,Y]/(Y — X?) et C[X,Y]/(XY — 1) sont
factoriels et méme principaux (trouver des anneaux plus simples 4 qui ils sont
isomorphes, cf. § 3 Exercice 7).

5) Soient P,Q € C[X,Y], sans facteurs communs.
a) Montrer qu'il existe des polynémes A, B € C[X,Y] et D € C[X], avec
D #0, tels que : D = AP + BQ (travailler dans I’anneau C(X)[Y]).
b) En déduire que I’ensemble :

V = {(z,y) € C?| P(z,y) = Q(z,y) = 0}

est fini. (L’intersection de deux courbes planes sans composante commune est finie,
cf. [Fu] Ch.I §6).

5. Anneaux principaux, factoriels, euclidiens.

1) Soit A=R[X,Y]/(X2+Y2%+1).
a) Soient £,7 les images de X,Y dans A. Montrer que tout élément de A
s’écrit de maniére unique :

u = a(§)n + b(£) avec a,b € R[X]
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(utiliser une division euclidienne par X2+ Y2 + 1, cf. 3.31).

b) Montrer que la donnée d’'un homomorphisme de R-algébres de A dans C
équivaut a la donnée d’un couple (z,y) € C? avec 22 + 42 + 1 =0.

c) Déduire de a) et b) que 'on a A* = R* (résoudre dans C2, a(z)y+b(z) =0
et 22+ y2 +1=0).

d) Montrer que A n’est pas euclidien (cf. 5.1).

2) Soit A un anneau intégre et noethérien. On suppose que tout idéal maximal
de A est principal.
a) Montrer que A est factoriel.
b) Montrer que A est principal (commencer par étudier les idéaux I = (a, b)).

3) Soit k£ un corps infini. On se propose d’étudier les idéaux premiers de k[X,Y].

a) Soit (P) un idéal principal. Montrer que (P) n’est pas maximal (considérer
un idéal du type (P, X — z) avec z convenablement choisi).

b) Montrer, en travaillant dans k(X)[Y], que si on a F et P € k[X,Y] avec
P #0, il existe Q, R € k[X,Y] et a € k[X] tels que :

1) a(X)F(X,Y) = P(X,Y)Q(X,Y) + R(X,Y),

2) d3 R < dS.P,
Soit m un idéal premier non principal de k[X, Y.

c¢) Montrer que m contient deux polynémes P(X) et Q(Y) irréductibles.

d) En déduire qu’alors m est maximal et que k[X,Y]/m est un k-espace
vectoriel de dimension finie.

e) Si k est algébriquement clos, montrer que m = (X —a, Y —b) avec a,b € k.
Quel est alors le corps résiduel ?

f) Si k = R, montrer que le corps résiduel K = R[X,Y|/m est R ou C.
Si K = R, montrer que 'on a m = (X —a, Y —b), avec a,b € R.
Si K = C, montrer que I'on a m = (P(X),Q(X,Y)) (ou I’analogue en permutant
X et Y'), avec P irréductible de degré 2 et Q(X,Y) = aX +bY +c¢, pour a,b,c € R.

g) Déterminer tous les idéaux premiers de k[ X, Y].

4) On revient sur 'exemple de l'exercice 1) : A = R[X,Y]/(X2+Y? +1).

a) Soit 7 un idéal maximal de A, m son image réciproque dans R[X,Y].
Montrer que m = (X2 +Y2%+1,Q) avec Q(X,Y) = aX +bY +c (utiliser Exercice
3). En déduire que 7 est principal.

b) Montrer que A est principal (cf. Exercice 2) et non euclidien (cf. Exercice

1).

5) Montrer que C[X,Y]/(X? + Y2 + ¢) est principal, pour ¢ = +1 (faire un
changement de variables pour se ramener & XY — 1, cf. §4 Exercice 5).

6) Montrer que R[X,Y]/(X?% + Y2 — 1) n’est pas factoriel.
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6. L’anneau Z[i] et le théoréme des deux carrés.

1) Soit z € R.. On suppose que tg 27z est un rationnel distinct de 0,1, —1.
Montrer que z est irrationnel (montrer que z = e*"* est dans QlZ], et que, si
T € Q, z est entier sur Z[i]. Conclure & I'aide de §3 Exercice 2).

2) Soit n € N, n > 2. Montrer que les trois conditions suivantes sont

équivalentes :

a) —1 est un carré dans Z/nZ.

b) n= z2 + y? avec z, y € N, z et y premiers entre eux.

c)n= 2"‘Hp§c’”° avec o € {0,1} et px =1 (mod. 4).

k

(On montrera les implications a => b => ¢ = a. Le seul point délicat est
¢ = a, on pourra considérer z = z + iy = (1 +14)° H zp* avec N(zx) = pi et

k
montrer que z et y sont premiers entre eux en utilisant 6.9).

3) a) Montrer que si p est premier et p = 1 (mod. 4), 'ensemble des irréductibles
de Z[i] de norme p est, 4 la relation d’association prés, consitué de deux éléments
Zp; Zp, 1ION aSSOCiés.

Dans la suite, on suppose choisi pour tout p = 1 (mod. 4) un tel z, avec N(z,) = p.
Tout élément z de Z[i] admet alors une décomposition unique :

z=u(l+1i)* anq Hz,‘,"’ H%ﬁ”

avec u € Z[i]* et ¢ = 3 (mod. 4).
b) Soit n un entier écrit sous la forme

n=2aHpa,anq

avec p = 1 (mod. 4) et ¢ = 3 (mod. 4), montrer que ’on a :

S(0,n)={z € Z[i] | N(z) =n} = A, U—A, Uid, U—iA,

ol A, = {(1+1)* Hq"‘" Hz,‘,’?_tp %" |t, €{0,1,... ,ap}}
¢) En déduire que les éléments n = z2 +y2 de T tels que I’équation n = z2+y2
n’ait pas d’autres solutions dans N x N que (zg, o) et (o, Zo) sont ceux qui ont
au plus un facteur premier = 1 (mod. 4). (?)
d) Soit m € N* et soit z € Z[i] tels que z™ € Z. Montrer qu’on a 'une des

possibilités suivantes : z € ZU1Z, ou 153 € Z U iZ et retrouver ainsi le résultat

de ’exercice 1).
e) Décomposer en produit de facteurs irréductibles dans Z[i], les entiers de
Gauss 1+ 3¢, 70+, 4+ 3i, 201 + 434, 99 + 4.

(3) Ce résultat était connu de Fermat.



III. CORPS : THEORIE ELEMENTAIRE

Sauf dans I'énoncé du théoréme de Wedderburn (4.9), les corps seront toujours
supposés commutatifs.

1. Les techniques vectorielles.

a) Degré d’une extension. Eléments algébriques.

Définition 1.1.
Soient K, L des corps avec K C L. On dit que L est une extension (sous-entendu :
de corps) de K.

Exemples 1.2.
On a ainsi R C C,RC R(T), Q C Q(4)...

Remarques 1.3.

1) Si K est un sous-corps de L, L est un K-espace vectoriel.

2) Si dimg L est finie, on pose [L : K] = dimg L et V'entier [L : K] s’appelle le
degré de L sur K.

3) 8i K et L sont des corps finis, on a |L| = |K|" avec n = [L : K].

Théoréme 1.4 (de la base télescopique).
Soient K C L C M des corps, (e;)ics une base de L sur K, (f;)jc; une base de
M sur L. Alors la famille (e; f;)(i j)erx st une base de M sur K.

Corollaire 1.5 (multiplicativité du degré).
Dans la situation de 1.4, si les degrés sont finis, on a [M : K| = [M : L][L : K].
Démonstration (de 1.4)

1) La famille e; f; est libre sur K :
En effet, si on a Z)\ijeifj =0, avec A;; € K on a ij(z Aijei) = 0, donc,

1,J J i

puisque f; est une base de M sur L, on a pour tout j, Z Aijei = 0, et puisque e;
est une base de L sur K, on a bien A;; = 0 pour tous z,;

2) Elle engendre M : soit z € M, on Décrit z = Zujfj, pj € L, puis on

J
décompose p; = Z Aije; d’ol finalement z = Z Aijei f; avec A € K.
i i,



66 Théorie élémentaire des corps

Ce théoréme trés simple est, en fait, un outil trés efficace en théorie des corps
comme nous le verrons dans la suite.

Définition 1.6.

1) Soit K C L une extension et A une partie de L. On dit que A engendre L sur
K et on écrit alors L = K(A) si L est le plus petit sous-corps de L contenant K
et A. Si A est fini, A= {oy,...,0n}, 0n note L = K(ou,...,0n).

2) L’extension K C L est dite monogéne s'il existe a € L tel que L = K (a).

Remargues 1.7.

1) Si on a une extension K C L et si & € L on note K[a] le sous annean
de L engendré par K et a. On a K[a] C K(a). Attention, K[a] n’est pas en
général isomorphe & I’anneau des polynémes K [T, ni K(c) au corps des fractions
rationnelles K(T).

2) On peut décrire ainsi K[o] et K(a) :
siz € Ko}, z s’écrit z = P(a) avec P € K[T}i.e. z =ana™+---+ag, a; € K,

siz € K(a),onaz= -SE—Z; avec P,Q € K[T}, Q(a) #0.

La différence entre K|o] et K[T] (resp. K(c) et K(T)) vient du fait qu’on peut
avoir Q(a) = 0 avec Q@ € K[T], @ # 0. De fagon précise, il y a deux types
d’éléments de L relativement 3 K :

Définition 1.8.

Soit K C L une extension et soit o € L. Soit ¢ : K[T| — L ’homomorphisme
défini par ¢|k = idk et p(T) = a.

1) Si ¢ est injectif, on dit que o est transcendant sur K,

2) sinon, on dit que o est algébrique sur K. Ceci signifie qu’il existe un polynéme
P(T), non nul, tel que P(a) = 0. Plus précisément, si I = Ker ¢, I est un idéal
principal non nul (cf. II, 3.29 et 3.32), et on a donc I = (P), avec P # 0 et on peut
supposer P unitaire. Le polynéme P est, par définition, le polynéme minimal
de a sur K.

Exemples 1.9.

1) On peut montrer que e et 7 sont transcendants sur Q (mais pas sur R, bien
entendu). Dans K(T'), 'élément T est transcendant sur K.

2) Les nombres v/2, i, ¥/2,::: sont algébriques sur Q, de polyndomes minimaux
respectifs X2 -2, X241, X3—-2,.-..

On peut alors préciser la structure de K(c) selon les deux cas de 1.8 :

Proposition 1.10.
Si o est transcendant, on a Ko} ~ K[T| et K(a) ~ K(T) (et donc K(a) est
distinct de K|o]).

Démonstration. C’est clair, car 'homomorphisme ¢ : K[T] — L est injectif et
d’image K[a].

Théoréme 1.11.

Soit K C L une extension et soit & € L. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) a est algébrique sur K,

2) on a K[a] = K(a),

3) on a dimg Ko} < +o0.
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Précisément, si P est le polyndme minimal de o, P est irréductible et on a
dimg K[o| = [K[a] : K] = d°P. Cet entier s’appelle le degré de .

Démonstration. Prouvons 1) == 2). Supposons a algébrique de polynéme
minimal P. D’apres II §0, on a un isomorphisme :

%= K[T)/(P) — Ko,

Comme l'anneau Ko} est inclus dans L, il est intégre, de sorte que l'idéal (P)
est premier, donc P est irréductible dans I'anneau principal K[T], donc (P) est
maximal (cf. II, 3.22). Il en résulte que K[a] est un corps d’olt K[a] = K(a).

On a aussi 2) = 1) (par 1.10) et 3) == 1) est clair également car si o est
transcendant on a K[a] ~ K[T] par 1.10, et cet espace vectoriel est de dimension
infinie sur K. Enfin 1) == 3) et la remarque sur la dimension résultent de
lisomorphisme K|[T]/(P) — K]|a}, car si P est de degré n, on montre par division
euclidienne, cf. I, 3.31, que 1,¢,...,a™"! est une base de K[a] sur K .

On se reportera aux exercices pour d’autres démonstrations.

Définition 1.12.

1) Une extension K C L est dite finie si on a dimg L(= [L : K]) < +oo0.

2) Une extension K C L est dite algébrique si pour tout o € L, « est algébrique
sur K.

Remarque 1.13. Le théoréme 1.11 montre que toute extension finie est algébrique.
Nous verrons plus loin que la réciproque est fausse.

Théoréme 1.14.
Soit K C L une extension et posons

M = {z € L|z est algébrique sur K}.
Alors M est un sous-corps de L.

Démonstration. Soient o, o/ € M. Considérons le sous-anneau K|o, o] engendré
par a et o’. On a K[a, /] = K[o][o/] et donc comme o est algébrique sur K,
donc a fortiori sur K|a], le théoréme 1.11 montre que K[o] et Ka,q] sont
des corps. De plus le théoreme 1.11 et la multiplicativité des degrés donnent
[K[e, /] : K] < +00. Mais alors, comme K[a + o] et K[oc'] sont inclus dans
Ko, '], ils sont eux aussi de dimension finie sur K et donc, cf. 1.11, a + o et
aco’ sont algébriques donc sont dans M.

Remarque 1.15. Sans les techniques vectorielles, ce théoréme n’est pas évident.
On s’en convaincra aisément en cherchant un polynéme de Q[T] qui s’annule en
V5+ V7 V3.

Exemple 1.16. Soit A = {a € C| algébrique sur Q}, A est un corps, algébrique
sur Q, mais ’extension Q C A n’est pas finie car il existe des éléments de A de
degré arbitrairement grand, par exemple /2, qui est de degré n car le polynéme
X™ — 2 est irréductible sur Q (en vertu du critére d’Eisenstein, cf. ci-dessous 3.2).
Définition 1.17.

Un corps K est dit algébriquement clos s’il vérifie I'une quelconque des
propriétés équivalentes suivantes :

1) tout polynéme P € K[X] de degré > 1 admet une racine dans K,
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2) tout polynéme P € K[X] est produit de polynémes de degré 1,
3) les éléments irréductibles de K[X) sont les X —a, a € K,
4) si une extension K C L est algébrique, on a L = K.

Exemples 1.18.

1) Le corps C est algébriquement clos, (théoréme de D’Alembert-Gauss).

2) Le corps A défini en 1.16 ci-dessus est lui aussi algébriquement clos. C’est
méme la cléture algébrique de Q (cf. ci-dessous 1.33). On montre aisément que
A est dénombrable, ce qui, puisque R ne l'est pas, prouve ’existence dans R de
nombres transcendants sur Q, cf. Exercice 3.

b) Application : constructions 4 la régle et au compas.

Nous allons résoudre par la négative deux problémes de construction posés par
les grecs : la duplication du cube et la trisection de I’angle. On se rendra compte,
1a encore, de Defficacité des méthodes vectorielles. Pour des détails, notamment
historiques, on consultera 1’excellent livre de J.-C. Carréga, cf. [Ca).
On considere le plan euclidien R? muni de deux points O = (0,0) et I = (1,0). On
cherche & construire de nouveaux points « & la régle et au compas ». Précisément,
soit A une partie de R?, on considere trois types de figures construites 3 partir de
A:

a) les droites affines < P,Q> pour P,Q € A, P # Q,

b) les cercles centrés en un point P € A, passant par un point Q € A, avec

P #Q,
b’) les cercles centrés en P € A, de rayon ||QR]||, avec Q,R € A, Q # R.

Définition 1.19.

1) Soit A une partie de R? et soit M € R2. On dit que M est constructible (sous-
entendu, 3 la régle et au compas), en un pas, a partir de A s’il existe deux éléments
distincts, droites ou cercles, de type a) ou b) () ci-dessus, dont M soit un point
d’intersection.

Un point M € R? est dit constructible s’il existe une suite Ay C ... C A, de
parties de R? avec :

a) Ao ={O0,I}, b)Me€A,, c)A;=A; U {M;} ot M; est constructible en
un pas a partir de A;_;.

Un nombre réel x est dit constructible si et seulement si (z,0) D'est.

Proposition 1.20.

Les points suivants de R? sont constructibles :

1) les (n,0) pour n € N,

2) les (0,n) pour n € N,

3) les (z,0) pour z € Q.

Si le réel x > 0 est constructible, il en est de méme de /x.

Démonstration.

L’assertion 1) est claire et 2) aussi car on construit 'axe des ordonnées comme
médiatrice des points 1, —1 de ’axe des abscisses. Pour 3) on montre d’abord que
si on a trois points P,Q,R € R?, distincts, on sait construire & la régle et au
compas la paralléle & < P, @ > passant par R.

Le lecteur vérifiera que I'on peut remplacer les cercles de type b) par ceux de type
b’) sans changer, en définitive, les points constructibles.
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On construit alors £ ¢ Q en menant la parallele au segment < (p,0); (0;q) >

q
passant par (0,1) (c’est le théoréme de Thales!).

z—1 z+1

Enfin, pour le dernier point, on pose a = ——, b=a+1 = .On a

(b—a)(b+a)=b+a="b?—a® =z, donc b? = a? + ¢ avec ¢ = z. On construit
alors & partir de x les points (0,a) et (b,0) et on construit (c,0) comme troisi¢me
sommet d’un triangle rectangle de sommets O et (0,a) et dont ’hypothénuse a
pour longueur b (c’est le théoréme de Pythagore!).

Théoréeme 1.21.
Soit = un réel constructible. Alors z est algébrique sur Q et son degré [Q[z] : Q]
est une puissance de 2.

Remarque 1.22. Attention, la réciproque est fausse, par exemple il existe des z de
degré 4 non constructibles. La condition suffisante est que la cléture normale de
Q(z) soit de degré 2" (cf. par exemple [St]).

Démonstration (de 1.21) Par hypotheése, on a une suite Ag C A, C ... C A,
comme en 1.19, avec (z,0) € A,. Soit K; le sous-corps de R engendré sur Q par
les coordonnées des points de A;. On adonc Ko = Q et z € K,,.

Lemme 1.23.
OnalK;:K;1]=1,2o0u4.

Admettons un instant ce lemme, alors une récurrence immédiate montre que
[Kn : Q] est une puissance de 2 en vertu de la multiplicativité des degrés (cf.
1.5) et comme Qz] est un sous-corps de K, [Q[z] : Q] divise [K, : Q] (toujours
par 1.5) d’ou le résultat. (?)

Démonstration (de 1.23) On a A; = A;_, U {M;} avec M; = (z;,y;), donc
K; = K;_1(zi, yi)-

Par définition M; est intersection de droites ou de cercles, dont les équations sont
dans K;_;[X,Y] de sorte que z; et y; vérifient des équations de degré < 2 sur
K;_,. On a donc [K,-_l(a:,-) : K-_l] <2et [K-_l(a:,-,y,-) : K-_l(a:,-)] < 2doule
résultat.

En fait, une étude plus attentive montre que [K; : K;_;] = 1 ou 2 car 'intersection
de deux cercles se raméne toujours a une intersection d’un cercle (I'un des deux)
et d’une droite (1'axe radical).

Applications : ou l'on surpasse les grecs.
1) Impossibilité de la duplication du cube.

Le probleme (dit de Délos) est de construire & la régle et au compas un nombre a
tel que le cube d’aréte a ait un volume double du cube unité. Autrement dit, on a
a® = 2 et il s’agit donc de construire a = /2.

Proposition 1.24.
Le nombre /2 n’est pas constructible.

Démonstration. En effet le polynéme X3 — 2 est irréductible sur Q (car il n’a pas
de racines dans Q, voir aussi 3.2) donc c’est le polynéme minimal de ¥/2 et donc
on a (cf. 1.11) [Q(¥/2) : Q] = 3 qui n’est pas une puissance de 2.

(?) Simple, mais efficace, n’est-ce-pas ?
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it) Impossibilité de la trisection de I’angle.

On cherche a « trisecter » 1'angle 7 /3, donc, & construire z = cos 7/9. La formule
cos 30 = 4cos® 9 — 3 cos § montre que z vérifie 82° — 6z — 1 = 0 et, ce polynéme
étant irréductible sur Q, on a encore [Q(z) : Q] = 3.

ii1) Impossibilité de la quadrature du cercle.

On cherche cette fois un carré de c6té a dont 1’aire soit celle du cercle unité i.e. on
cherche a vérifiant a® = 7, donc @ = /7. Mais on a le théoréme suivant :

Théoréme 1.25 (Lindemann).
Le nombre 7 (donc aussi y/7) est transcendant sur Q, donc non constructible (cf.
1.21).

Le théoreme de Lindemann est beaucoup moins élémentaire que ce qui précede
et utilise des techniques d’analyse. On se reportera a [St] Chapitre VI pour une
démonstration.

c) Corps de rupture, corps de décomposition.

Nous allons résoudre maintenant les deux problémes suivants :

1) Etant donné P € K[X), irréductible de degré d > 1, construire une extension
dans laquelle P admet une racine a (donc est divisible par X — a et, en particulier,
n’est plus irréductible).

2) Etant donné P € K|[X], construire une extension dans laquelle P soit
décomposé en produit de facteurs de degré 1.

Définition 1.26.

Soit K un corps, P € K[X] un polynéme irréductible. Une extension L D K
est appelée un corps de rupture de P sur K si L est une extension monogéne
L = K(a) avec P(a) =0.

Théoréme 1.27.

Soit P € K|[X], irréductible. 1l existe un corps de rupture de P sur K, unique &
isomorphisme preés.

Démonstration.

a) Eristence.
On prend L = K[X]/(P), c’est un corps (cf. II, 3.22), dans lequel K s’injecte et
si z est 'image de X dans L, on a bien P(z) =0 et L = K(z).
Ainsi, par exemple, C = R[X]/(X2 + 1) est un corps de rupture de X2 + 1,
Q(¥2) = Q[X]/(X® — 2) est un corps de rupture de X3 — 2, etc.

b) Unicité.
Plus précisément, on a le lemme suivant :
Lemme 1.28.
Soient K, K' deux corps, i : K — K’ un isomorphisme que I'on étend de maniére
évidente en un isomorphisme, noté encore i, de K[X|] sur K'[X| en envoyant X
sur X. Soit P € K[X] un polynéme irréductible et soit P' = i(P). Soit L (resp.
L') un corps de rupture de P sur K (resp. de P’ sur K') engendré par une racine
z de P (resp. 2’ de P’). Alors il existe un unique isomorphisme ¢ de L sur L',
prolongeant i, et vérifiant o(x) = z'.

Démonstration. On a un morphisme u : K[X]/(P) — L défini par u(X) = z,
(ot X désigne 'image de X dans le quotient). C’est un isomorphisme (il est
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clairement surjectif par définition d’un corps de rupture et il est injectif car P étant
irréductible est le polynéme minimal de z). On a, de méme, v’ : K'[X]/(P’') — L'.
Par ailleurs, I’isomorphisme ¢ : K[X] — K’[X] induit encore un isomorphisme par
passage au quotient :

i: K[X]/(P) — K'[X]/(P").
11 suffit alors de prendre ¢ = u' fu~! pour avoir I’isomorphisme cherché.

Si L est un corps de rupture de P, le polynéme P n’est pas, en général, entierement
factorisé sur L. Par exemple, si K = Q et P(X) = X3—-2,0ona L = Q(¥2) et
on peut prendre la racine cubique réelle de 2 de sorte qu’'on a L C R, mais alors,
les autres racines de P (i.e. j¥/2 et 524/2) ne sont pas dans L. Ceci nous améne &
poser la définition suivante :

Définition 1.29.

Soit P € K[X] un polynéme, irréductible ou non, de degré n. On appelle corps
de décomposition de P sur K une extension L de K qui est telle que :

1) dans L[X], P est produit de facteurs de degré 1 (ou encore, P a “toutes” ses
racines dans L),

2) le corps L est minimal pour cette propriété (ou encore, les racines de P
engendrent L).

Théoréme 1.30.
Pour tout P € K[X], il existe un corps de décomposition de P sur K, unique a
isomorphisme prés. On le note Dy (P).

Démonstration.

a) Existence.
On raisonne par récurrence sur d°P. Si P est de degré 1, L = K convient. Si P
est produit de facteurs de degré 1, la encore L = K convient. Sinon, P admet
un facteur irréductible @), de degré > 2. Soit K’ un corps de rupture de Q sur
K et z une racine de @, donc de P, dans K’. On a donc P(X) = (X — z)P'(X)
dans K’'[X]. Comme on a d°P’ < d°P, il existe un corps de décomposition L
de P’ sur K’. Mais alors, L est aussi un corps de décomposition de L sur K.
En effet, dans L, P’ admet n — 1 racines z,...,z, (éventuellement multiples) et
L = K'(z,,...,z,) donc, comme K’ = K(z), les racines z,13,...,z, de P sont
toutes dans L et engendrent L sur K.

b) Unicité.
Comme précédemment, on a un lemme un peu plus précis :

Lemme 1.31.

Soient K, K' deux corps, i : K — K’ un isomorphisme, que I’on étend comme en
1.28 en un isomorphisme, noté encore 3, de K[X) sur K'[X|. Soient P € K[X] un
polynéme, P’ = i(P) et L (resp. L) un corps de décomposition de P sur K (resp.
de P’ sur K'). Alors il existe un isomorphisme ¢ de L sur L', prolongeant 1.

Démonstration.

On raisonne par récurrence sur [L : K]. Si L = K, on a L' = K. Sinon, soit
a € L — K une racine de P et soit Q le polynéme minimal de o qui est un facteur
irréductible de P. Soit Q' = i(Q) qui est donc un facteur irréductible de P’ et
soit o' une racine de Q' dans L'. On pose M = K(a), M’ = K'(a’). Le corps
M (resp. M') est un corps de rupture de Q sur K (resp. de Q' = i(Q) sur K").
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En vertu du lemme 1.28 (unicité du corps de rupture), il existe un isomorphisme
¥ : M — M’ prolongeant i et tel que ¥(a) = o/. Dans M[X] (resp. M’[X]) on a
P(X) = (X — a)S(X) (resp. P'(X) = (X — &’)S'(X)) et, comme on a ¢(a) = o/,
on a aussi ¥(S) = S’. Mais alors L est un corps de décomposition de S sur M
(resp. L' de S’ sur M') et par ’hypothése de récurrence, on a un isomorphisme
@ : L — L' prolongeant 1 et cet isomorphisme convient.

Ezxemples 1.82.
1) Pour K = Q, P(X) = X3 -2, on a Dg(P) = Q(¥/2, j).
2) Pour K = Q, P(X) = X* - 2, Dg(P) = Q(¥/2,4).

Un prolongement naturel de la notion de corps de décomposition est celle de cléture
algébrique :

Définition 1.33.

Une extension K de K est appelée une cléture algébrique de K si elle vérifie :
1) K est algébriquement clos,

2) K est algébrique sur K.

Par exemple, C est une cloture algébrique de R, A (cf. 1.16) est une cléture
algébrique de Q.
Pour un énoncé d’existence et d’unicité de la cléture algébrique, cf. [J] 2 Ch. 8.

2. Les corps finis.

a) Caractéristique et cardinal.

Rappelons d’abord (cf. 1.3.3) que si K et L sont des corps finis avec K C L, et
dimg L = n, on a |L| = |K|".

Définition 2.1.

Soit K un corps (quelconque). On appelle sous-corps premier de K le plus petit
sous-corps de K (contenant 1).

Description du sous-corps premier.

Soit ¢ : Z — K ’homomorphisme d’anneaux défini par p(n) =n.l=1+---+1
(répété n fois). Le noyau de ¢ est alors un idéal de Z, donc Ker ¢ est de la forme
pZ et comme Z/pZ ~ Im ¢ est inclus dans K donc est intégre, pZ est un idéal
premier. Il y a donc deux cas : p est nul ou est un nombre premier.

Définition 2.2.
Le nombre p, générateur de Ker ¢ est appelé la caractéristique du corps K. La
caractéristique d’un corps est donc 0 ou un nombre premier. On la note car (K).

Remarques 2.3.

0) Si le corps K est de caractéristique p > 0, on a par définition, dans K, p.1 = 0,
mais aussi, pour tout z de K : pz = p(lz) = (p.1)z = 0.

1) Si car(K) = 0, on a ¢(Z) ~ Z C K, de sorte que K est infini. De plus K
contient le corps des fractions de Z, i.e. Q qui est le sous-corps premier de K.

2) Si K est fini, on a car (K) = p > 0. Le sous-corps premier de K est Z/pZ.
On le note aussi F,,.

3) Si K est fini, on a car (K) = p > 0 et la remarque initiale montre que ’on a
g = |K| = p" : le cardinal d’un corps fini est une puissance d’'un nombre
premier : sa caractéristique (par exemple, il n'y a pas de corps de cardinal 6).
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Proposition 2.4.

Soit K un corps de caractéristique p > 0. L’application F : K — K définie
par F(z) = zP est un homomorphisme de corps appelé homomorphisme de
Frobenius.

Si K est fini, c’est un automorphisme.

Si K est le corps premier Fp, c’est I'identité.

Démonstration. 11 est clair qu'on a F(zy) = F(z)F(y). Par ailleurs on calcule
(z + y)? par la formule du binéme :

+yf =2+ CoaP ly+---+ CizP iy + -+ + 4P,

Mais, si 1 < i < n —1, on sait que p divise C; et donc C}zP~%y* = 0 dans K
puisque car (K) = p, cf. 2.3.0. On a donc bien (z + y)P = 2P + yP.

Un homomorphisme de corps est toujours injectif (son noyau est un idéal, donc
(0) ou K et ce n’est pas K car 1 s’envoie sur 1), donc bijectif si K est fini.
Enfin, si K = F), et si z € Fy, comme |Fy| est de cardinal p—1,ona 2P~! = 1 par
le théoreme de Lagrange donc zP = z et ceci vaut aussi pour z = 0 ce qui signifie
que F est l'identité de F,.

b) Ezistence et unicité des corps finis.

Théoréme 2.5.

Soit p un nombre premier et soit n € N*. On pose q = p".

1) I existe un corps K & q éléments, c’est le corps de décomposition du polynéme
X9 - X surF,.

2) En particulier, K est unique, & isomorphisme prés, (cf. 1.30). On le note F,,.

Démonstration.

1) Si K est un corps & g éléments et si z € K*, on a 297! = 1, de sorte que
tout élément de K est racine du polynéme X9 — X. D’autre part le sous-corps
premier de K est nécessairement F,, puisque le cardinal de K est une puissance
de sa caractéristique (cf. 2.3.3). Comme X9 — X est & coefficients dans F,[X], on
a bien K = Dg, (X9 — X).

2) Réciproquement, soit K = Dr, (X9— X) et soit kK C K l'ensemble des racines
de X9 — X. Alors, k est un corps, car si z,y sont dans k, on a 29 = z, ¢ = y,
donc aussi (zy)? = zy et (x + y)9 = z + y car 'application z - 29 de K dans K
n’est autre que I’automorphisme de Frobenius itéré n fois.

De plus, si on pose P(X) = X?—X,ona P'(X) =¢X9 ' —1=—1 car ¢ est une
puissance de la caractéristique. Il en résulte que les racines de P sont simples et

donc on a |k| = ¢ : on a obtenu un corps a g éléments. Enfin, il est clair que 'on
ak=Dg (X - X)=K.

Remarque 2.6. En fait, I'unicité du corps & g éléments est vraie aussi en un sens
plus fort : si on note F_p une cloture algébrique de F,, il y a dans F, un unique
corps a ¢ = p" éléments : c’est, comme le montre la preuve de 2.5, I’ensemble des
racines du polyndme X9 — X.

¢) Etude du groupe multiplicatif Fy.

Le théoréme suivant a été annoncé au Chapitre I (lemme 7.5) :
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Théoréme 2.7.
Le groupe multiplicatif F est un groupe cyclique (donc isomorphe 4 Z/(q—1)Z).

Démonstration. (Voir aussi [S1] Chapitre I §1). On montre d’abord un lemme :

Lemme 2.8.
Soit n € N*, on a la formule n = Zcp(d).
d|n

Démonstration (de 2.8) En effet, dans Z /nZ, tout élément a pour ordre un diviseur
d den et il y a exactement ¢(d) éléments d’ordre d puisqu’ils engendrent 1’unique
sous-groupe (cyclique) d’ordre d de Z/nZ (cf. I, 7.1 et Exercice I A.2).

Revenant & F, posons n = ¢ — 1 et soit d un diviseur de n. S’il existe un z € F*
d’ordre d, on considére le sous-groupe H =<z > ~ Z/dZ de F;.Onal|H|=d
et pour tout y € H, y* = 1. Comme le polynéme Y¢ —1 a au plus d racines dans
F,, tout élément d’'ordre d de F; est donc dans H. Il en résulte (cf. I, 7.1) que
le nombre N(d) d’éléments d’ordre d de F; vaut 0 ou ¢(d), donc, en tous cas, on
a N(d) < p(d). Mais tout élément de F;; a pour ordre un diviseur de n ce qui

implique n = |F;| = Z N(d) et en comparant avec 1'égalité du lemme 2.8, on
din

voit qu’on a nécessairement N(d) = ¢(d) pour tout d.

En particulier, on a N(n) = ¢(n) > 0, donc F; contient un élément d’ordre n,

donc est cyclique.

Remarques 2.9.

1) On ne sait pas, en général, trouver explicitement un générateur de F; (cf. §2,
3 exercice 3).

2) La méme démonstration prouve que tout sous-groupe fini du groupe multi-
plicatif d’un corps (3) est cyclique.

d) Les carrés de F,.

La connaissance des carrés de F; va nous permettre de terminer la démonstration

du théoréme des deux carrés (cf. Chapitre II §6). Plus généralement elle permet

d’aborder I'étude des irréductibles des anneaux du type Z[iv/d].

Le nombre ¢ = p™ est toujours une puissance du nombre premier p. On pose

Fi={z€Fy|yeFy z=1"} et F;2 =F2NF;.

Proposition 2.10.

1) Pourp=2,0onaF2=F,.

q+1
2

w2 _9-1
et Iqul = —2——

2) Pour p>2, on a |[F2| =

Démonstration.
Le point 1) résulte de 2.4 (Frobenius).
Sionap>2et donc 1 # —1 dans Fp, on a la suite exacte :

1—>{1,—1}—»F; —»F;2—>1

z — z2

g-1

qui donne |F;?| = 5

- L’autre égalité résulte de la formule F2 = F;2 U {0}.

Il s’agit d’un corps commutatif, bien entendu, ’assertion serait fausse sinon, penser
au groupe des quaternions contenu dans le corps du méme nom.
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Proposition 2.11 : (caractérisation des carrés).
On suppose p > 2. Alorson a :

-1
weF;2<=>.1:£2—=1.

g—1

Démonstration. Posons X = {z € F, |z%7 =1}. On a |X| < (car un

a au plus g

polynéme de degré g racines). D’autre part, si z est dans F;Z

onaz =y donc 25 = y9! =1 et donc on a F;? C X. Pour une raison de
cardinal, il en résulte X = F}2.

Remarques 2.12.
1) On a la suite exacte

1 —F? —>F;, — {1,-1} —1
T — 7

En effet, si z est dans Fy, y = 1T vérifie y? = 1 donc y vaut F1, le reste est
clair avec 2.11.
2) La proposition 2.11 fournit un critére pour savoir si un élément de F,

-1

=3 et
23 = 8 = 1 (mod. 7), de sorte que 2 est un carré, 3> = 27 = —1 (mod. 7), et
3 n’est pas un carré.

En particulier, on peut prouver le résultat annoncé au Chapitre IT §6 au cours de
la démonstration du Théoréme 6.6 :

Corollaire 2.13.
Soit p un nombre premier, p > 2 et posons q¢ = p", n € N*. Alors, —1 est un carré
dans F si et seulement si q est congru 4 1 modulo 4.

est un carré. Par exemple, si ¢ = 7, donc Fy, = Z/7Z, on a g

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de 2.11 :
- -1
—1eF? = (-1)F =1<=>q—2— pair <= ¢ =1 (mod. 4).
Voici une autre démonstration de ce corollaire :
Dire que g = 1 (mod. 4) revient & dire que le cardinal de F}2, i.e. 1

est pair.
Mais, d’aprés le Théoréme de Sylow (cf. I, 5.4), ceci revient a dire qu’il y a un
élément d’ordre 2 dans F;z. Un tel élément est un z tel que 22 = 1, x # 1, c’est
donc nécessairement —1 et on a donc bien ¢ =1 (mod. 4) <= -1 ¢ F;z.

Remarque 2.14. En fait on utilise beaucoup moins que Sylow, voici I'ingrédient
exact :

Lemme 2.15.

Soit G un groupe fini, X = {g € G|g? = 1}, alors on a |G| = |X| (mod. 2). En
particulier si |G| est pair, G contient des éléments d’ordre exactement 2, (car 1 est
dans X ).

Le lemme est évident, il suffit de remarquer que g2 = 1 <= g = ¢~ et de grouper
les éléments de G— X par paires {g,9~'} (cf. aussi I, 4.16).
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Application 2.16.
11 existe une infinité de nombres premiers de la forme 4m + 1.

Démonstration. Soit n un entier et p un facteur premier de (n!)2 +1.Onap>n
(sinon p diviserait n!). D’autre part dans F, = Z/pZ, on a (n!)2 + 1 = 0, donc
—1 = (n!)? est un carré, et donc (cf. 2.13) on a p = 1 (mod. 4). On a donc de tels
nombres premiers arbitrairement grands (cf. aussi Exercice 4.14).

3. Irréductibilité des polynémes de k[X].

Rappelons que ’anneaun k[X], lorsque k est un corps, est principal, donc factoriel.
On s’intéresse aux éléments irréductibles de cet anneau.

Remarquons au passage que si A est factoriel et si K = Fr (A) la connaissance des
éléments irréductibles de A[X] passe par celle des irréductibles de K[X] (cf. II,
4.4), P(X) est irréductible sur A si et seulement si il I'est sur K et si son contenu
est 1 (cf. aussi §2, 3 Exercice 11.e).

Remarques 3.1. (remarques préliminaires)
1) Les polynémes X — a sont irréductibles, pour tout a € k.
2) Si P € k[X] est irréductible et d°P > 1, P n’a pas de racines dans k.
En particulier si k est algébriquement clos, les X — a, a € k sont les seuls
irréductibles.
3) La réciproque de 2) est inexacte : le polynéme P(X) = (X% +1)? n'a pas de
racines dans R, mais est réductible. Elle est vraie toutefois si on a d°P < 3.
4) Pour k = R les polynomes irréductibles sont
a) les polynémes X — a avec a € R,
b) les polynémes de degré 2 sans racine réelle.
5) Bien entendu, l'irréductibilité d’'un polynéme de k[X] ne subsiste pas en
général dans une extension de k (cf. §1.c, le corps de rupture est fait pour cela).

Nous donnons d’abord quelques criteres classiques d’irréductibilité :

Théoréme 3.2 : (critére d’Eisenstein).

Soit A un anneau factoriel et soit K = Fr (A). Soit P(X) = an,X™ + -+ + ag avec
a; € A. Soit p € A un élément irréductible. On suppose :

1) p,rany

2)vi=0,...,n—1, pla;,

3) p? | ao.

Alors P est irréductible dans K[X] (donc aussi dans A[X], cf. II 4.4, pourvu que
lon ait pged (a;) =1).

Démonstration. Si P n’est pas irréductible dans K[X], on a P(X) = Q(X)R(X)
avec Q,R € A[X] et d°Q, d°R < d°P (cf. Chapitre II §4 a)). Posons alors
QX)=bgX9+---+bo, R(X)=c¢,X"+---+co, avec bj,c; € Aet 0 < q,7 < n.
Comme A est factoriel et p irréductible, I'idéal (p) est premier (c’est le lemme
d’Euclide, cf. II, 3.19), donc B = A/(p) est intégre. Projetons 1'égalité P = QR
dans B{X]. En désignant par % 'image de u € A dans B,on a :

P(X) =8 X" = (0, X9+ - +bo) (& X" + -+ + )

en vertu des hypothéses sur les a;, avec @, # 0, donc aussi Eq,Er # 0. Mais
cette égalité est encore vraie dans L[X], ou L désigne le corps des fractions de
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B. Comme L[X] est principal et X irréductible, l'unicité de la décomposition en
facteurs irréductibles dans L[X] montre que X divise Q et R, donc que l'on a
bo = @ = 0 dans B, mais alors p? divise ag = boco contrairement 3 1’hypothése.

Remarque 3.8. Attention, a priori B[X] n’est pas factoriel car B ne l'est pas (cf.
Chapitre II §4 b)).
Applications 3.4.

1) Si p est un nombre premier de N, le polynéme X?~! + ... + X + 1 est
irréductible sur Z (poser X =Y + 1 et appliquer Eisenstein avec p).

2) Soit a € Z, a = p{*...p2 . On suppose que I'un des o; est égal & 1. Alors
X™ — a est irréductible sur Z.

3) Soit A € k, A #0,1. Le polynéme Y% — X (X —1)(X — }) est irréductible (il
définit une courbe “elliptique” du plan, cf. [P]).

Théoréme 3.5 (réduction).

Soient A un anneau factoriel et K = Fr A. Soit I un idéal premierde Aet B = A/I
qui est un anneau intégre de corps de fractions L. Soit P(X) = anX™ +---+ao
un polynéme de A[X] et P sa réduction modulo I. On suppose @y, # 0 dans B.
Alors, si P est irréductible sur B ou L, le polynéme P est irréductible sur K.

Démonstration. Supposons qu'on ait P(X) = Q(X)R(X) dans A[X], avec
Q(X)=byX9+---+bpet R(X)=¢c Xy +---+cp. On aP=QR,dond, = bgCr
et donc by, ¢, # 0.

Comme P est irréductible dans L[X] (ou B[X]), 'un des polynémes @ ou R est
de degré 0, disons @, donc Q est aussi de degré O et P est irréductible dans K[X].

Remarques 3.6.

1) Attention P(X) n’est pas nécessairement irréductible dans A[X], exemple le
polynéme 2X € Z[X] avec I = (3).

2) Notons que P irréductible sur B implique P irréductible sur L lorsque B est
factoriel, (cf. aussi §2, 3 Exercice 11).

Applications 3.7.

1) X2 4+Y?2+1 est irréductible dans R[X, Y] (faire Y = 0, i.e. passer au quotient
par I'idéal (Y)).

2) Le cas le plus fréquent d’utilisation de 3.5 est le cas A = Z, I = (p) avec p
premier, B = F,, est alors un corps. Ainsi, le polynéme X 3+462X%+2433X —67691
est irréductible sur Z. En effet, on le réduit modulo 2, il reste X3 + X + 1 qui est
irréductible sur F, (sinon il aurait une racine dans F).

3) Soit p un nombre premier, alors X? — X — 1 est irréductible sur Z.

Cela résulte en effet du lemme suivant :

Lemme 3.8.
Le polynéme X? — X — 1 est irréductible sur Fy.

Démonstration. Soit k un corps de décomposition de X? — X —1 = P(X) sur F,,
et soit a € k une racine de P. Alors, pour i =0, 1,...,p— 1, o+ 1 est aussi une
racine de P car on a, par Frobenius :

(a+i)P—(a+i)—1=(a®P—a—-1)+i" -1

et, comme % est dans F,, on a ¥ — i = 0. Les racines de P sont donc exactement
aa+l,...,.a+p-—1.
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Supposons P réductible sur F,, P = QR avec Q, R € Fp[X]; d°Q, d°R < p. On
a, dans k[X] :

d
QX) =[] (X —a—i), o d=d°Q.
k=1
Le coefficient du terme en X! de Q est alors —(da + 41 + - - - +44) qui est donc
dans F,. On en déduit : da € F,. Mais, comme on a d < p, d est dans F}, donc
a est dans F,. Mais alors, on a of = a et ceci contredit o —a —1=0.

Pour progresser dans cette voie nous donnons un troisiéme critére, souvent
commode dans le cas des corps finis.

Théoréme 3.9.
Soit P € k[X], de degré n > 0. Alors, P est irréductible sur k si et seulement si P
n’a pas de racines dans les extensions K de k qui vérifient [K : k] < n/2.

Démonstration. Si P est irréductible et si z € K est racine de P, le corps k{z] est
un corps de rupture de P, donc il est de degré n et on a [K : k] > n.
Réciproquement, si P n’est pas irréductible, on a P = QR et d°Q ou d°R < n/2.
Si, par exemple, on a d°Q < n/2 et si Q' est un facteur irréductible de @, P aura
une racine dans un corps de rupture de @', de degré < n/2.

Ezemples 3.10.

1) Le polynéme X% + X + 1 est irréductible sur Fo. Il suffit de vérifier qu’il
n’a pas de racines dans F; ni Fy4. Pour F, c’est clair, pour F4 on note que ’on a
Fs=Fyfj]avec j2+j+1=0.Size€cFy—Fs,onaz=jouz=j+1=—j52
doncz®=1l,etzt+z+1=22x+1=1#0.

2) On déduit par exemple de 1), par réduction modulo 2, que X44+8X2+17X -1
est irréductible sur Z.

3) La méthode de réduction, si elle est trés efficace, a pourtant des limites, par
exemple :

Proposition 3.11.
Le polynéme X* + 1 est irréductible sur Z (donc sur Q) mais est réductible sur
F, pour tout nombre premier p.

Démonstration.

Pour l'irréductibilité sur Z, il y a de nombreuses méthodes. On peut noter, cf. §4,
que X + 1 = &5 est un polynéme cyclotomique, donc irréductible, cf. 4.10. On
peut aussi poser X = 1+ Y et utiliser Eisenstein. On peut enfin procéder par
identification.

Regardons maintenant modulo p. Pour p = 2, on a X*+1 = (X +1)*. On suppose
donc p > 2. On a X8 —1 = (X*+1)(X* - 1), de sorte que, si X*+1 a une racine
z dans un corps K, on a 28 = 1, avec 2% # 1, i.e. z est un élément d’ordre 8 de
K*. Pour prouver que X*+1 est réductible sur F,, il suffit, d’aprés 3.9 de prouver
qu’il a une racine dans F,: donc de montrer que F;. contient un élément d’ordre
8. Pour ceci, comme F}; est cyclique d’ordre p? — 1 (cf. 2.7) il suffit d’établir le
lemme suivant :
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Lemme 3.12.
Soit p un nombre premier > 2. Alors, p?> — 1 est multiple de 8.

Eneffet onap?—1=(p—1)(p+1) et p—1 et p+ 1 sont deux nombres pairs
consécutifs, donc I'un des deux est multiple de 4, cqfd.

Nous étudierons systématiquement au §4 le comportement des polynémes cyclo-
tomiques sur F,.

L’exemple précédent montre qu'on ne peut espérer que la méthode de réduction
aboutisse toujours & prouver l'irréductibilité d’'un polynéme sur Z. Cependant,
méme si cette méthode échoue en apparence (c’est-a-dire si P € Z[X] est réductible
sur tout F,), elle peut parfois, par une analyse plus fine des décompositions de P,
mener au résultat :

Ezemples 3.183.

1) Le polynéme X° + X2 + X + 2 = P(X) est irréductible sur Z.
On regarde sur F2, on a P = X(X*+ X +1) et on a vu (3.10) que X* + X +1
est irréductible sur F;. Si P est réductible sur Z, on a nécessairement P = QR
avec d°Q =1, d°R =4, i.e. P a une racine dans Z (sinon on aurait P = QR avec
d°Q = 2, d°R = 3 et par projection sur F; ceci contredirait 'irréductibilité de
X* + X +1). Mais si P(a) =0 avec a € Z, @ est racine de P dans tous les F,, et
on constate aisément que P n’a pas de racines dans F3. (On peut aussi remarquer
que la racine a divise nécessairement le coefficient de degré 0 de P, ici 2, ce qui
ramene le probléme & un nombre fini de calculs, cf. [VdW] §32).

2) P(X)=X5-1.
Modulo 2,0ona P(X) = X®+1=(X+1)(X*+ X3+ X%+ X +1) et le deuxi®me
facteur est irréductible ; mais modulo 11, P n’a pas de racines (F3, est d’ordre 10,
donc si z € F};, on a (z5)% =1 donc 25 = F1 # 7), donc P est irréductible sur Z.

Donnons pour finir un critére de conservation de I’irréductibilité par exten-
sion de corps.

Théoréme 3.14.
Soit P € k[X] un polynéme irréductible de degré n et soit K une extension de
degré m avec (m,n) = 1. Alors P est encore irréductible sur K.

Démonstration. Supposons P = QR avec Q,R € K[X], @ irréductible de degré
g avec 0 < ¢ < n. Soit L = K[X]/(Q) un corps de rupture de @ qui s’écrit
L = K(z) avec Q(z) = 0. On utilise alors la multiplicativité des degrés (1.5) : on
allL:kl=[L:K|K:kl=gm=I[L:k(z)][k(z) : k) =rn (on a [k(z) : k] = n
puisque k(z) est un corps de rupture de P sur k). Mais alors, comme n et m sont
premiers entre eux, n diviserait ¢ par le théoréme de Gauss, et c’est absurde.

Remarque 3.15. Sans I'hypothése (m,n) = 1, le théoreme est faux : X4+ 1 qui est
irréductible sur Q, ne l'est plus sur Q(i) : on a X* +1 = (X% +4)(X?% —1).

Exemples 3.16.

1) X3 + X + 1 est irréductible sur Q(z) comme sur Q.

2) Si X3+ X 41 n’a pas de racines dans F,, par exemple,sip=2oub5..., il est
irréductible sur Fp, donc aussi sur Fp» si 3 ne divise pas n. Mais il est réductible
dans Fa: pour tout k € N*.
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4. Cyclotomie.

a) Racines de l'unité, racines primitives.
Soient k un corps et n € N*, on considére le polynéme P,(X) = X" — 1.
Remarque 4.1. La dérivée de P, est P,(X) = nX"™"!. Si la caractéristique p de k
ne divise pas n, la seule racine de P, est 0, qui n’annule pas P,, donc P, n’a que
des racines simples.
Si p divise n, on an = mp et X™® —1 = (X™ — 1)? (par Frobenius) donc P, a des
racines multiples dans tout corps de décomposition.
Dans toute la suite, on supposera toujours n premier & la caractéristique de k.
L’ensemble des racines n-émes de 'unité dans k sera noté p,(k) :

pn(k) = { € k|(" =1}
C’est un sous-groupe de k*, de cardinal < n, donc cyclique (cf. 2.9.2).

Désignons par K, = Dy(Pn), corps de décomposition de P, sur k. Alors, on a
|en (Kn)| = n et un(Ky) ~ Z/nZ. De plus, comme puy (k) est inclus dans pn(Ky,),
on a py(k) ~ Z/dZ pour un d, diviseur de n.
Nous étudions maintenant le groupe pn(K,).

Définition 4.2.

Une racine n-éme primitive de 1 est un élément ¢ de K, tel que (" =1 et (¢ # 1
pour d < n. Autrement dit, { est un générateur du groupe p,(Ky), de sorte qu'il y
a p(n) racines primitives de 1 (cf. Chapitre 1§ 7). Leur ensemble sera noté p; (Ky,).

Définition 4.3.
Le n-éme polynéme cyclotomique ®, x € K,[X] est donné par la formule :

e e(X)= [ x-0.

CGP;(K'n)

Remarques 4.4.

0) Si ¢ est une racine n-éme primitive de I'unité, les autres sont les {™ avec
(m,n)=1.

1) Le polynéme ®,, i est unitaire, de degré ¢(n).

2) Soit kg le corps premier de k (ko = Q ou F,) et soit Ko = Dy (X™ — 1).
Alors ®,, ;. est dans Ko[X], de sorte qu’on peut toujours supposer k = ko (en fait,
nous montrerons que ®, ; est méme dans ko[X]).

b) Etude de &y, k.

Proposition 4.5.
On a la formule (en omettant Iindice k) :

x* —1=[] ®a(X).
din

Démonstration. Cela résulte de I'égalité : u,(K,) = U g(Ky) (I'union est ici
din

disjointe) qui exprime que si { est une racine n-eme de 1, 'ordre de ¢ est un

diviseur de n.
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Remarque 4.6. En comparant les degrés, on retrouve la formule vue en 2.8 :

n= Z o(d).
d|n
Exzemples 4.7.
On a &, (X) = X — 1, puis, comme X% —1 = & (X)®2(X) = (X —1)(X + 1), on
ad(X)=X+1.
La formule 4.5 permet le calcul des ®,, par récurrence en écrivant :

X" —1

B (X) = o

%) IT 2a(x)
dhm

On trouve ainsi successivement :
P3=X2+X+1, ®4=X24+1, 5 =X+ X3+ X2+ X+1, d6=X?— X +1,
bg=X4+1, Pg=XS+X3+1...

Proposition 4.8.
1) Ona &, o(X) € Z[X].
2) Soit k un corps quelconque et o : Z — k ’homomorphisme canonique (cf.
§2.a). On a alors :
P,k (X) = 0(®n,Q(X)).
En particulier ®, r, s'obtient & partir de ®, g par réduction modulo p.

Démonstration.
1) On raisonne par récurrence sur n. On a ®;(X) = X — 1 € Z[X]. Supposons
la propriété établie pour d < n. Soit F(X) = H ®4(X),ona F(X) € Z[X] et F

dln
d#n

unitaire. On effectue alors la division euclidienne de X™ — 1 par F(X) dans Z[X]
(cf. 11, 3.31) :

X" —1=F(X)P(X)+ R(X), avec P,R€Z[X] et d°R<d°F.

Mais on a X" —1 = &,(X)F(X) dans Q[X], donc F(X)(®,(X)— P(X)) = R(X)
et, pour une raison de degré, on a nécessairement ®,, = P € Z[X].
2) On raisonne par récurrence, le cas n = 1 étant trivial. Dans Z[X], on a :

X" — 1= ][] 240(X) = @ q(X)F(X).
din

Comme o est un homomorphisme, on a, dans K,[X], (avec K, = Di(X™ — 1)) :
X" —1=0(X" - 1) = 0(Pn,q)o(F). Mais, par '’hypothése de récurrence, on a

o(F) = [] e(®4.@) = [] @a:

dln d|n
d#n d#n

et comme on a, par définition, X" — 1 = H 4k, il en résulte, puisque k[X] est
d|in
intégre, qu'on a bien ¥, x = o(Py,q).
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¢) Application, le théoréme de Wedderburn.

Théoréme 4.9 (Wedderburn).
Tout corps fini est commutatif.

Démonstration.
1) Soit k un corps fini, pas nécessairement commutatif, Z le centre de k :

Z ={a €k|VYz €k, az = za},

Z est un sous-corps commutatif de k¥ de cardinal ¢ > 2 et comme k est un Z-
espace vectoriel, on a |k| = ¢".

2) Supposons k non commutatif, donc n > 1. Alors k* opére sur lui-méme par
automorphismes intérieurs. Pour z € k* on note w(z) l'orbite de z. On pose par
ailleurs : kz = {y € k|yx = zy}, k; est un sous-corps de k (pas nécessairement
commutatif) et le stabilisateur de z dans 'opération est k.

On a |kz| = ¢ pour la méme raison que ci-dessus. De plus, d est un diviseur
de n (remarquer, soit que k est un k,-espace vectoriel & gauche, donc |k| une
puissance de |kz|, soit, si 'on veut éviter le recours aux espaces vectoriels sur les
corps non commutatifs, que I'inclusion k} C k* entraine ¢ —1|¢"™ — 1 et que, pour
g €N, g > 2, ceci impose d|n).

Le cardinal de 'orbite de z est alors :

|k _g"—1
(@) = ffy = T

3) On a, dans Z, par définition des polynomes cyclotomiques

g"—-1= H ®.n(q) et de méme, ¢ — 1 = H ®..(q), done 2 pr g H ®..(9)-
min m|d r;l]:

Pour d # n, on voit donc en particulier que ®,(q) divise Z i — T

4) On écrit alors 1’équation des classes :

k'] =127+ ) |w(a),

xgZ

et dire que z n’est pas dans Z signifie que 'on a d # n, de sorte qu’'on a :
— 1
"-1=q-1+ Z -1

la somme portant sur un certain nombre de d1v1seurs stricts de n. Il en résulte que
®,(g) divise ¢ — 1, en particulier on a |®,(g)| < ¢ — 1.

5)Ona ®,(g) =(g—C1)...(g—¢) od (1,...,¢ € C sont les racines primitives
n-émes de 1 et vérifient donc |(;| = 1 et {; # 1, puisque n # 1. Mais alors, on a
pour tout 4, |g — ;| > ¢ — 1 (un dessin permet de mieux s’en convaincre) et donc
|®,(g)| > (g — 1)} > g — 1 et c’est une contradiction.

d) L’irréductibilité de ®,, sur Z.

Théoréme 4.10.

Le polynéme cyclotomique ®,(X) (qui est dans Z[X], cf. 4.8.1) est irréductible
sur Z, donc sur Q.
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Corollaire 4.11.
Si ¢ est une racine primitive n-éme de 1 dans un corps de caractéristique nulle,
son polynome minimal sur Q est ®,, et donc on a [Q({) : Q] = ¢(n).

Démonstration. Soit K un corps de décomposition de ®,, sur Q, ¢ € K une racine
n-éme primitive de 1. Soit p un nombre premier, ne divisant pas n.

1) ¢? est une autre racine primitive de 1. En effet, cf. 4.4.0, les générateurs de
pn(K), c’est-a-dire les racines primitives, sont les {™, avec (m,n) = 1.

2) Soit f € Q[X] (resp. g) le polynéme minimal de { (resp. {?) sur Q. Alors
on a f,g € Z[X]. En effet, comme Z[X] est factoriel (cf. Chapitre II, 4.2) on a
P, (X) = fr(X)™ ... fr(X)?r avec f; € Z[X] irréductible. Comme ®,, est unitaire,
il en est de méme des f; (quitte & multiplier f; par —1). Mais alors, ¢ est racine
de I'un des f; et f; qui est unitaire et irréductible sur Z, donc sur Q, n’est autre
que f; de méme pour g.

Notons au passage que f et g divisent ®,,, dans Z[X].

3) Nous allons montrer que l'on a f = g.

Sinon, comme f, g sont irréductibles et distincts, le produit f.g divise ®,, dans
Z[X)]. Par ailleurs, comme g(¢?) = 0, ¢ est racine du polynéme g(X?), donc f(X)
divise g(X?), a priori dans Q[X], mais aussi dans Z[X] :

9(X?) = f(X)h(X) avec h € Z[X].

(Si h est dans Q[X], on l'écrit h = %h' de la maniére standard et on utilise le

Lemme de Gauss II 4.3).
Projetons alors cette égalité dans F, on écrit :

9gX)=0a,X"+--+ao avec a;€Z, don g(XP)=a, X" +---+a1 X" +ag
mais, modulo p, on a @; = @f, donc (par Frobenius)
9(X?) = @ X" +--- +3o)? = g(X)P.

Soit alors ¢(X) un facteur irréductible de f(X) sur Fp. On a §(X)? = f(X)h(X),
donc, par le lemme d’Euclide, ¢ divise g.

Comme fg divise &, sur Z, fg divise &, sur Fp, donc ¢? divise &, = &, )
(cf. 4.8.2). Mais alors dans un corps de décomposition de ®,, sur Fp, ®,, aura une
racine double, ce qui contredit 4.1 : comme la caractéristique p du corps F, ne
divise pas n par hypothése, ®, r, n’a pas de racine multiple.

4) Si ¢’ est une racine primitive m-éme on a ¢’ = (™ avec m = p{*...p%" et
pi {n. 1 résulte alors de 3) par une récurrence immédiate que ¢’ et ¢ ont méme
polynéme minimal sur Q, donc on a f(¢’) = 0 de sorte que f admet toutes les
racines primitives de 'unité comme zéros. On a donc d°f > ¢(n) et comme f | ®,
cela impose f = ®,,.

Il en résulte que ®,, est irréductible sur Q, donc sur Z (cf. IT 4.4) puisque le contenu
de ®, est 1 (P, est unitaire).

Corollaire 4.12.

Soit a, (resp. a’) une racine n-éme (resp. m-éme) primitive de 1 dans C. On
suppose (m,n) = 1. Alors on a Q(a) N Q(B) = Q.

Démonstration. On prouve d’abord un lemme :
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Lemme 4.13.
Soit k C M une extension, K et L deux corps intermédiaires, KL le sous-corps de
M engendré par K et L. Alorson a [KL : L] < [K : k).

Démonstration (de 4.13) En effet, tout élément de KL peut s’écrire x = Tu;v;
avec u; € K,v; € L et dong, si x1,..., T, est une base de K sur k, il est clair que
Z1,...,Zn engendrent KL sur L.

Revenons 3 4.12 et posons k = Q(a) N Q(a’). Comme (m,n) = 1, ao’ est une
racine primitive mn-éme de 1 (cf. I, 7.8), on a donc Q(aa’) = Q(a)Q(a’) (et aussi
k(aa') = k(a)k(a)), et [Q(aa’) : Q] = p(nm) (cf. Corollaire 4.11).

Mais, grace a la condition (m,n) = 1, on a p(mn) = @(m)p(n) (cf 1, 7.4).
Comme on a [Q(a) : Q] = ¢(m), il en résulte que [Q(ac’) : Q(c)] = ¢(n)
par multiplicativité des degrés (cf. 1.5). Mais le lemme 4.13 implique alors
[Q(a) : k] = ¢(n), et avec [Q(a) : Q] = p(n) on en déduit k = Q.

e) Comportement de ®,, sur F,.

L’exemple de &g = X% + 1 montre qu’il est possible que ®, soit réductible sur
tous les corps Fp. Nous allons étudier précisément ce phénomene. Nous utiliserons,
sans démonstration, le théoréme suivant, dont nous avons vu un cas particulier en
2.16, (cf. aussi § 4 Exercice 14) :

Théoréme de la progression arithmétique (Dirichlet).
Soient a,n € N* tels que (a,n) = 1. Il existe une infinité de nombres premiers p
vérifiant p = a (mod. n) (cf. [S1] Chapitre VI).

On a alors le résultat suivant :

Théoréme 4.14.

Soit n € N*. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) il existe p premier, avec (p,n) = 1, tel que &, r, soit irréductible sur Fp,
2) (Z/nZ)* est cyclique,

3)onan=1,2,4,¢" ou2q® avec q premier impair.

Démonstration.

L’équivalence de 2) et 3) résulte de la description de (Z/nZ)*, cf. Chapitre1§7.

En vertu de 3.9, dire que ®,, est réductible sur F,, signifie qu’il existe m € N
p(n)

avecm < 5 tel que @, ait une racine dans Fym. Cela signifie encore que F%..

contient un élément d’ordre n i.e., puisque Fym est cyclique d’ordre p™ — 1, qu’on
an|p™—1. Autrement dit, ®, est réductible sur F, si et seulement si p est d’ordre
strictement inférieur & ¢(n) dans (Z/nZ)*.

Si (Z/nZ)* n’est pas cyclique, cette condition est toujours réalisée, ce qui prouve
I'implication 1) = 2). Réciproquement, si (Z/nZ)* est cyclique et si a € N
est tel que @ engendre (Z/nZ)*, on peut, en vertu du théoréme de la progression
arithmétique, supposer a = p premier. Mais alors, comme p est d’ordre ¢(n) dans
(Z/nZ)*, ®,, est irréductible sur F,,

Remarque 4.15. Si p divise n, le polynéme ®,,,F, n'a pas été défini, mais on peut
cependant étudier la réduction modulo p de &, z, notée ®,,. On a alors le résultat
suivant :
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Proposition 4.16.

Sip est un diviseur de n, la réduction ®,, est réductible sur F,, sauf, éventuellement,
sionap=2etn=2¢% avec ¢ premier impair. En particulier le théoréme 4.14
reste vrai sans la restriction (p,n) = 1.

Démonstration. On pose n = p®m, avec p[m. On a donc, sur Fp, X® — 1 =
(X™— 1)” par Frobenius. Supposons ®,, irréductible sur F,. Comme ®,, divise
X™ —1, il divise X™ — 1 et méme, puisqu’on a :

m—_1= H‘I’J,F,,

dim

&®,, divise I'un des ®,4,r,, pour d diviseur de m.

En particulier, on a alors ¢(n) < ¢(d). Mais on a <p(n) e(m)p(p*) et comme d

divise m, on a ¢(d) < ¢(m). Cela n’est possible qu’avec @(p®) = 1 ce qui impose
* =2, On a donc n = 2m, avec m impair. De plus, si d divise m, et d # m, avec

m impair, on a ¢(d) < ¢(m) = ¢(n).

La seule possibilité est donc que ®, divise O F,, et comme p(m) = ¢(n) on a

alors ®, = &, g,. Comme ¥, est irréductible sur F,, et que, cette fois, p ne divise

pas m, on peut appliquer le théoréme 4.14, m étant impair, on a m = ¢%, avec ¢

premier impair.

Remarque 4.17. 1l reste a étudier le comportement de ®34o = $4a sur F». Notons
que, par exemple, ®¢ est irréductible sur F,, mais que ®,4 en revanche est
réductible sur F,, cf. §4 Exercice 12.



EXERCICES SUR LE CHAPITRE III

1. Les techniques vectorielles.

Quelques-uns des exercices font appel a la théorie de Galois pour laquelle on se
reportera, par exemple,  [St].

0) Pour quels nombres premiers p, g a-t-on Q(,/p) C Q(¥/q) ?

1) Soit k C K une extension de degré p, p premier. Déterminer les corps
intermédiaires L (i.e. tels que k C L C K).

2) Une autre démonstration du théoréme 1.11 (dont on reprend les notations).
Pour 1 =3 3, montrer que 1, a,...,a" ! engendrent K[o] si o est de degré n.
Pour 3 = 2, considérer I'application linéaire £ — az de K|[a] dans lui-méme,
avec a € K|a], a # 0. Enfin, pour 2 => 1, écrire que a~! est dans K[a].

3) Soit A = {a € C|a est algébrique sur Q}.

a) Montrer que A est un corps.

b) Montrer que A est algébriquement clos (pour P € A[X], considérer le
sous-corps de A engendré par les coefficients de P.)

c¢) En déduire que A est une cléture algébrique de Q.

d) Montrer que I’ensemble des polynémes de degré < n & coefficients dans Q
est dénombrable. En déduire que Q[X] et A sont dénombrables.

e) Montrer qu'il existe des nombres réels transcendants sur Q.

f) Trouver une extension Q g K g R, avec R algébrique sur K, donc K non

dénombrable (prendre, & ’aide du Théoréme de Zorn, un sous-corps K maximal
tel que V2 ¢ K). :

4) Soient K C L C M des extensions. On suppose K C L et L C M finies (resp.
algébriques). Montrer que K C M est finie (resp. algébrique).

5) Donner les polynémes minimaux sur Q des éléments suivants de C : VT2,

i+7,5+V3, V2, i+ V2
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Méme question pour (, racine primitive cinqui®me de 1, mais sur Q, Q(i), Q(V5)
(considérer ¢ + ¢71).

6) Théoréme de l'élément primitif.
Soit K un corps de caractéristique nulle.
a) Soit P € K[X], irréductible, L un corps de décomposition de P. Montrer
que P n’a que des racines simples dans L.
b) Soit L une extension finie de K. On suppose que 'on a L = K|z, y]. Soient
P, Q les polynémes minimaux de z,y sur K et soit M = Dg(PQ).
On écrit dans M :

PX)=(X-2)[[(X —=)
i=2

m
QX)= (X -y) J[T(X -9y
j=2
Montrer qu’il existe ¢t € K tel que pour tou]s i,j 22, x4ty # x; + ty;.

c) Avec les notations ci-dessus, soient z = z + ty et K’ = K[z]. On pose
F(X) = P(z — tX). Montrer que F est dans K'[X] et que l'on a X —y =
ngd (F ) Q)'

d) En déduire quon ay € K’ et L = K'.

Montrer par récurrence que toute extension finie de K est monogene (théoréme de
’élément primitif).

e) Trouver z € C tel que Q(z) = Q(3, j, v2).

f) Soit k un corps de caractéristique p > 0, K = k(T,U) (corps des fractions
rationnelles en deux indéterminées) et Ko = k(77,UP).

Montrer qu'on a [K : K] = p? et que, pour tout z € K, 2P est dans Kp. En
déduire que K n’est pas une extension monogene de K.

7) Soit K un corps de caractéristique nulle.
a) Montrer qu'on a, pour L extension de K, 'équivalence :

[L:K]<n<=Vzel, [K(z): K|<n.

(cf. Exercice 6).
b) Montrer qu'il est possible d’avoir & la fois :

[L:K]=+4cc et VzeL, [K(z):K]<+oo.

c) Si car (K) = p est > 0, montrer que a) peut étre en défaut (s’inspirer de
Exercice 6.f), mais avec une infinité d’indéterminées).

8) Montrer que ’ensemble des nombres constructibles est un corps. En utilisant
la théorie de Galois, montrer que si z est algébrique sur Q, de polynéme minimal
P, x est constructible si et seulement si [Dg(P) : Q] est une puissance de 2.

9) Soit K l'’ensemble des réels définis comme suit : z € K si et seulement si il
existe une suite de corps : Ko = QC K1 C...C K, C Rtelsque: z € K, et
[K,-:Ki_l]SBpourl <iLn.

a) Montrer que K est un sous-corps de R.
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b) Préciser les degrés sur Q des éléments de K.

c) Montrer que si z € K, z > 0, z admet une racine carrée dans K.

d) Montrer que toute équation de degré 3 & coefficients dans K a une racine
dans K.

e) Montrer que K ne contient pas de racine 11-2me de 1 distincte de 1.

f) Donner, & l'aide de la théorie de Galois, une caractérisation des éléments

de K (cf. Exercice 8). En déduire quelles sont les racines de 'unité qui sont dans
K.

10) Soit P € K[X], n = d°P. Montrer que [Dg(P) : K] divise n!.

2 et 3. Corps finis et irréductibilité des polyndmes de k[X].
Les exercices sur ces deux paragraphes ont été rassemblés car ils mélent souvent
les deux thémes.

1) Décrire les corps finis de cardinal 4, 8, 9, 16 ; en particulier déterminer 1’ordre
des éléments inversibles et leur polynéme minimal sur le corps premier.

2) Montrer qu'on a 2 € F;2 <= p = F1 (mod. 8) (prendre ¢, racine huitiéme
primitive de 1 dans F}?, cf. 3.12, et remarquer que ¢ +¢~! est une racine de 2.)

3) Déterminer les générateurs de F,, pour p = 2, 3, 5, 7, 11, 31, 43, 71. (Com-
mencer par essayer les petits entiers : F2, F3... et ne pas oublier que si z et y
sont d’ordres premiers entre eux, on a (cf. I, 7.8) :

ordre (zy) = ordre z x ordre y.)

4) Théoréme de ’élément primitif pour les corps finis.
On consideére I'extension K = F, C L = F;». Montrer qu'il existe a € L tel que
L = K|o] (cf. 2.7 et §1 Exercice 6).

5) Groupe de Galois de Fgn sur Fy.

Soit 0 : Fgn — F4» 'application définie par o(z) = 9.

a) Montrer que o est un automorphisme de Fyn.

b) Montrer que I'on a olr, = Id.

¢) On définit le groupe de Galois de Fy» sur F, comme le groupe des
automorphismes de Fy» dont la restriction & F, est I'identité. En utilisant 4),
montrer qu'on a |Gal (Fg»/Fy)| < n. En déduire que Gal (F4n/F,) est le groupe
cyclique engendré par o.

6) Cléture algébrique de Fp.
Lorsque ¢’ est une puissance de g, on identifie F; & 'unique sous-corps 4 g éléments
de Fy (cf. I1I, 2.6).
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a) Soit F,, une clture algébrique de F,. Montrer que tout ¢ € F,,, z # 0 est
une racine de 'unité.
b) Pour m < n, montrer que 'on a Fym: C Fym. (1)

¢) Soit g une puissance de p, montrer qu'’il existe n tel que Fqy CFun

d) Montrer que K = U F,~» est muni naturellement d’une structure de
neN*
corps et que K est une cloture algébrique de F,, et méme de tout corps fini de
caractéristique p.

7) Fonction de Mdbius.

On définit p : N* — {0,1,—1} comme suit : g(1) = 1; p(n) = 0 si n contient
un facteur carré; p(py...pr) = (=1)" si p1,...,p, sont des nombres premiers
distincts.

a) Montrer que p est multiplicative au sens de 'arithmétique (i.e., si n = nn,
avec (ny,n2) =1, on a p(n) = p(n1)p(n2)).

b) Montrer que pour tout n € N*, n#1,0n a Zu(d) =0.

din

c¢) Soit f : N* — A une application, o A désigne un groupe abélien noté

additivement. On pose : g(n) = Z f(d).
dln

Démontrer la “formule d’inversion de Mébius” : f(n) = Zu(g) g(d). Enoncer

dln
une variante multiplicative.

d) En déduire la formule : ¢(n) = Z p,(%)d.
din

8) Polyndmes irréductibles sur Fy.
Soit I(n, q) le nombre de polyndmes de F,4[X], irréductibles, unitaires, de degré n.
a) Montrer la relation ZdI (d,q) = ¢" (considérer X" — X et ses facteurs
dln
irréductibles).
b) En déduire la formule :

I(n,q) = %Zu(%) q* (cf. Exercice 7).
din

c¢) Montrer que nI(n,q) est le nombre d’éléments de Fy» qui ne sont dans
aucun sous-corps propre de Fy» contenant F,.

d) Calculer I(6,3) et I(7,5).

e) Trouver un équivalent de I(n,q) quand n tend vers +oo

f) Donner la liste des polynémes irréductibles :

—de degré < 5 sur Fy,

— de degré < 3 sur F3,

— de degré < 2 sur Fy et Fs.

Attention, en revanche, F,m n'est pas en général un sous-corps de Fy», il faut pour
cela que m divise n. Par exemple F4 n’est pas inclus dans Fg.
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9) Irréductibilité de XP — a.
Soient k£ un corps, a € k et p un nombre premier. Montrer que X? — a est
irréductible sur k si et seulement si il n’a pas de racines dans k. (Si X? —a = PQ
avec P,Q € k[X] et 0 < n = d°P < p, montrer, en décomposant X? —a en facteurs
de degré 1, que 'on a a™ = b ou b est, au signe prés, le terme constant de P.
Conclure avec Bézout).

10) Etudier irréductibilité de X?" — a pour p premier et r entier, (cf. [L] Ch.
VIII §9 pour I'étude générale de X™ — a; attention le cas étudié en 9) manque
dans certaines éditions de [L)).

11) Irréductibilité d’un polynéme a coefficients dans un anneau.
Soit A un anneau intégre, K son corps des fractions.

a) Soit P € A[X]. Si P est irréductible dans K[X)], et si les coefficients de P
sont premiers entre eux, montrer que P est irréductible dans A[X] (cf. II § 4).

b) Soit L une extension de K et z € L un élément entier sur A (cf. Chapitre
I1, §3 Exercice 2). Montrer qu'’il existe P € A[X], unitaire, irréductible tel que
P(z) =0.

c¢) En déduire que si A est factoriel, le polynéme minimal de z sur K est dans
A[X] (voir la démonstration du théoréme 4.10).

d) Montrer que si A n’est pas intégralement clos, il existe P € A[X]
irréductible dans A[X] et pas dans K[X] (cf. Chapitre II loc. cit.).

e) Montrer que si A est intégralement clos et si P € A[X] est unitaire et
irréductible sur A, il I'est aussi sur K (considérer les racines de P dans une
extension L de K et montrer que ce sont des entiers algébriques sur A. En
admettant que l'ensemble des éléments de L entiers sur A est un anneau (cf.
[L] Ch. IX §1), en déduire que les coefficients de tout diviseur de P sont entiers
sur A).

Déduire de ce qui précede que c) est encore vrai si A est intégralement clos.

12) Les entiers de Q(V/d).
Soit d € Z sans facteur carré, i.e. d = Fp;...p, avec py,...,p, premiers distincts.
Soit v/d € C une racine carrée de d et

K =Q(Vd)={a+b/d|a,be Q}.

Soit A = {2 € K|z est entier sur Z} (cf. Chapitre II § 3 Exercice 2).
a) Soit = a + bv/d € Q(v/d). Montrer 1'équivalence :

T€EAE>20€Z et a’—db’eZ.
b) On suppose d =2, 3 (mod. 4), montrer qu'on a :
A=2Z[Vd] = {a+bVd|a,be Z}.

1+Vd|
2

c¢) On suppose d = 1 (mod. 4), montrer quon a A = Z

13) Déterminer tous les nombres z € Q tels que cos 27z € Q (utiliser 12).
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14) Sur quels corps finis les polynémes cyclotomiques ®3, ®5, ®6, 7, sont-ils
irréductibles ?

15) Ou comment construire des exemples :
Soient py,...,p, des nombres premiers et soient P,..., P, € Z[X]. Montrer qu'il
existe P € Z[X] irréductible tel que, pour i =1,...,r, on ait

P = P, (mod. p;) (utiliser le lemme chinois).

Etudier sur Z, F,, F3, Fs, le polynéme : X4 —10X3 +21X2 — 10X + 11.

16) Etudier l’irréductibilité des polynémes suivants sur Z :

X34+4X%2 -5X+7, 5X3+3X%2-4X—-27, X3—-6X%—-4X-13,

X3 4+4X2-4X+25, X3-X?2-X-1, X3+30X%2+6X +1,
5X44+17X3-8X%2—-6X +23, X*+5X3-3X2-X+7, X*+7X%2+4X +1,
X4+ X342X2+ X +1, X44+4X343X%24+7X -4,

TX5 +4X4 —2X3 +5X%2 —6X +11,

X+X+X3+X?2+X+1-X! pouri=1, 2, 3, 4.

X5 4+3X4—2X3—-4X2 45X +4, X®+4X*-4X®+11X%2-5X+7,

X0+ X341, X6+X2+1, X6+X+1,

X"+X+1, 5X7—-2X%4+4X5-12X4+19X% —6X%2 —-20X +17
(réduire systématiquement modulo 2, 3 ...).

17) Etudier I'irréductibilité des polyndmes :
X241, X341, X441, X*—X2+1, X3-X—-1, X%-7, X*-3, X2+ X +1,
sur Z, Q, R, C, Q(Vd), Q(¢), ot ¢ désigne une racine de I'unité, F, (difficile).

18) Soient p,! deux nombres premiers impairs. On suppose :
1) I = -1 (mod. 3),
2) p est un générateur de (Z/IZ)*.
Montrer que X'*! — X + p est irréductible sur Z (réduire modulo p et modulo 2).
Exemple : p =47, | =T1.

19) Soit p premier impair et ! un diviseur premier de p — 1. Soit a € Z un
générateur de (Z/pZ)* . Montrer que X! 4+ pX* — a est irréductible sur Z pour
tout entier k£ > 1 (utiliser I'exercice 9).

4. Cyclotomie.

1) Pour p premier, calculer ®,(X), puis ®,«(X), pour « € N*.
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2) Montrer que si n est impair, n > 1, on a Pon(X) = <I>n(—X ) et si n est
pair, <I>2n(X ) = ®,(X?). Plus genera.lement montrer que si n =p!....p%" on a
P (X) = ®p,..p. (X™) avec m = p{*~1 ... p2r=1,
Montrer que si p est premier et ne divise Paspasnona:

Dpn (X) = & (XP)/Pn(X).

3) On pose ®,(X) = anX™ + an—1 X™ ! + --- 4+ ap. Montrer que ¥, est un
polynéme réciproque, i.e. que I'on a a, = ag, an-1 = ay, ...,an_; = a; pour
i=0,...,n (considérer ®,(1/X)).

4) Montrer la formule :
&, (X) = [J(x™/¢ —1)+@
din
ol u est la fonction de Mébius (cf. §2,3 Exercice 7).

5) Pour quels entiers n a-t-on ¢(n) < 10? Calculer ®, pour ces entiers (utiliser
les exercices 1, 2, 3).

6) Trouver n tel que ®,, ait d’autres coefficients que 0, 1, —1 (réponse : n = 105).

7) Soit { = z + iy 'unique racine primitive 5-eéme de 1 dans C vérifiant z > 0
et y > 0. Calculer z (utiliser { + (™! = ¢ + { = 2z et I'exercice 3).
En déduire que z et y sont constructibles (cf. §1) et donner une construction
explicite du pentagone régulier.

8) a) Soit ¢ € C une racine primitive d-éme de 1, avec d > 1 et soit k = Q(().

Montrer que les seules racines de I'unité contenues dans k sont :

i) les racines d-2mes si d est pair,

ii) les racines 2d-&mes si d est impair.
(Considérer le groupe G des racines de 'unité de k. Montrer que G est fini. Si
|G| = n, prendre une racine primitive n-me a et utiliser I'inclusion Q(a) c Q).

b) Déduire de a) que si on se donne des entiers d et n avec d | n et si on suppose
(d pair) ou (d et n impairs) il existe un corps k avec p,(k) ~ Z/dZ.

c) Montrer que si d = 2" — 1, et si d divise n il existe k avec p, (k) ~ Z/dZ
(exemple : d = 3, n = 6).

d) Montrer que, quel que soit le corps k, pso(k) n'est jamais isomorphe 2
Z/5Z. Etudier le cas général.

9) Soit K une extension finie de Q. Montrer qu’il n’y a qu'un nombre fini de
racines de 'unité dans K.

10) Dans quelles extensions Q(v/d), d € Q, y-a-t-il des racines de I'unité autres
quelet —17?
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11) Calculer ®,(1) et ®,(—1) pour n € N*.

12) On considére le nombre p = 1093.

a) Montrer que p est premier.

b) Montrer qu'on a 2°~! =1 (mod. p?).
(On pourra montrer successivement, dans Z/p*Z, les égalités :

34 =4p+1, 3227 = —469p—1, 32182 = _4p—1, 2182 = 1)

Les nombres premiers vérifiant b) sont rarissimes, 1093 et 3511 sont les deux seuls
tels nombres plus petits que 10°.

c) Montrer que @, est réductible sur F,.

13) Symbole de Legendre.
Soit p un nombre premier > 2. On définit le symbole de Legendre (%) pour z € F},

comme suit :
(;”—)) —1<3z€F2 (%) —_less¢FR
Il revient au méme de poser (cf. §2) :
Ly =27,
p

. x N .
a) Montrer que l'application 2 — (;) est un caractére (i.e un homomor-
phisme) de F} dans {1, -1}.
z
b) Montrer qu'on a Z (=)=0.
z€F;
c) Soit ¢ une racine primitive p-eéme de 1 dans C.
-1
On pose s = Z (E) ¢® ol1 (% a un sens évident. Montrer qu'on a s? = (—)p.
z€F; p
(On pourra montrer la formule :

g2 — Z(Q)CI(HI)
z,y p

et séparer les termes y = —1 et y # —1).

d) Déduire de c) que toute extension quadratique de Q (i.e. de la forme Q(\/E),
avec d € Q) est contenue dans une extension cyclotomique (i.e. de la forme Q((),
avec ( racine de I'unité). Il s’agit du cas le plus élémentaire d'un célebre théoréme
de Kronecker et Weber.

Pour des compléments sur le symbole de Legendre, en particulier la superbe loi de
réciprocité quadratique, cf. [S1] Chapitre I §3.

14) Un “petit” théoréme de Dirichlet.
Soit n un entier > 2.
a) Montrer qu'un nombre premier p est congru & 1 modulo 7 si et seulement si F,
contient une racine primitive n-éme de 'unité.
b) Soit k£ un entier et p un facteur premier de @, (k!).
Montrer qu'on a p =1 (mod. n) et p > k. Conclure (cf. 4.14).







IV. LE GROUPE LINEAIRE

Soit k un corps (commutatif, mais de caractéristique quelconque), et E un k-
espace vectoriel de dimension n. Le groupe linéaire GL(E) est le groupe des
k-automorphismes de E, c’est-a-dire des applications k-linéaires bijectives de E
dans E.

La donnée d’'une base de E définit un isomorphisme de GL(E) sur GL(n,k),
groupe des matrices n X n, inversibles, 4 coefficients dans k. Mais cet
isomorphisme n’est pas canonique (i.e. dépend du choix de la base), rappelons
que si u € GL(E) a pour matrice A dans une base B, dans la base B’ déduite de
B par la matrice de passage P, il admet pour matrice P~!AP. Remarquons que
A et P71 AP sont conjuguées dans GL(n, k).

L’intérét de cet isomorphisme est de fournir un outil pour I'étude de GL(E), &
savoir, le calcul matriciel (cf. §4 pour un exemple d’utilisation).

On suppose le lecteur familier avec les bases de 1'algébre linéaire, notamment le
calcul matriciel et la notion de déterminant.

1. Déterminant et groupe SL(E).

L’application déterminant est un homomorphisme (multiplicatif) de GL(E) dans
k*. Son noyau est appelé groupe spécial linéaire et noté SL(E), il est isomorphe
au groupe SL(n,k) des matrices de déterminant 1.

Proposition 1.1.
On a une suite exacte :

1 — SL(E) — GL(E) % k* — 1.
De plus, GL(E) est produit semi-direct de SL(E) par k*.

Démonstration. On peut travailler dans GL(n,k). Soit H le sous-groupe de
GL(n, k) formé des matrices de la forme

A
AN = ' , Aek*

1
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Alors la restriction dét |y induit un isomorphisme de H sur k*, ce qui prouve a la
fois la surjectivité du déterminant et le produit semi-direct.

Nous avons ainsi un premier dévissage de GL(E). Nous allons maintenant étudier,
suivant le plan annoncé au chapitre I, des générateurs de GL(E) et SL(E), les
centres, les groupes dérivés, et enfin, la simplicité de ces groupes.

2. Générateurs et centres de GL(E) et SL(E).

On cherche des générateurs les plus simples possibles, donc ayant, comme les
transpositions dans le cas de G,,, le plus de points fixes possibles, c’est-a-dire
ici, un hyperplan.

a) Les dilatations.

Proposition-définition 2.1.

Soit H un hyperplan de E et soit u € GL(E) tel que u|g = Idy. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

1)onadétu=X#1 (i.e. u ¢ SL(E)),

2) u admet une valeur propre A # 1 (donc une droite propre D pour \) et u est
diagonalisable,

3) on a Im(u —1d) ¢ H,

4) dans une base convenable, u a pour matrice :

1
, avec AEE*, A# 1L

A

On dit que u est une dilatation d’hyperplan H, de droite D, de rapport
X. On aalors D =1Im (u—1d); H = Ker(u — Id). Lorsque l'on a A = —1 et
car (k) # 2, u est appelée une réflexion.

Démonstration. 11 est clair quona 4) = 1) et 1) == 2) (car u a déja la
valeur propre 1 d’ordre n — 1 avec le sous-espace propre H de dimension n — 1).
2) = 3) : Soit z un vecteur propre non nul pour la valeur propre A # 1, on
a alors u(z) = Az, donc u(z) —z = (A — 1)z # 0 et = ¢ H, de sorte que 'on a
Im (u — Id) ¢ H. Remarquons que comme on a dim (Im (u — Id)) = 1, on a bien
Im (v —1Id) = (z) = D.

3) == 4) : Notons déja qu'on a dim(Im(u — Id)) = 1 (car le noyau est
H, de dimension n — 1). On prend une base e;,...,e,_1 de H et un vecteur
en € Im (u—1Id), e, ¢ H. Ce vecteur engendre donc Im (u —1d). Comme e, ¢ H,
on a u(e,) —ey, # 0, donc u(e,) — e, = pe, avec pu # 0 et ule,) = (1+p)e, = Ae,
avec X\ # 1, d’ol1 la matrice voulue dans la base e;,---,e,.

b) Les transvections.

C’est le cas diamétralement opposé.
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Proposition-définition 2.2.
Soit H un hyperplan de E, d’'équation f € E*, (cela signifie qu'on a H = Ker f,
avec f #0). Soit u € GL(E), u # 1d, tel que u|y = Idy. Les conditions suivantes
sont équivalentes :
1)onadétu =1 (ie u € SL(E)),
2) u n’est pas diagonalisable,
3)onaD=Im (u—1d) C H,
4) ’homomorphisme induit, @: E/H — E/H, est I'identité de E/H,
5) il existe a € H, a # 0, tel que I'on ait :
Vz € E, u(z) =z + f(z)a,
6) dans une base convenable, u a pour matrice :

1 0
0
0
0
11
1

On dit alors que u est une transvection d’hyperplan H et de droite D. On
a, avec les notations ci-dessus, D = (a) et D C H.

Démonstration. Les implications suivantes sont claires: 6) = 1) = 2) == 3)

(cf. a)).

Pour 5) == 6), on construit une base e,,...,e, de E en partant de e,_; = a,
que I'on compléte en une base ey, ...,e,_1 de H et on prend enfin e,, ¢ H, tel que
flen) =1.

3) == 4):8Soit z € E, on au(z) —x € H, donc, dans E/H, on a u(Z) = .
Notons que ceci montre en fait 3) <= 4).

Reste enfin 3) == 5). Soit 4 € E tel que f(zo) = 1. L'élément a = u(zg) — zo
est dans I'image de u — Id donc est dans H. Comme x, n’est pas dans H, a est
# 0. Alors, on a, pour tout z, u(z) = z + f(z)a. En effet, ces deux applications
linéaires coincident sur H et en o ¢ H donc sont égales.

Remarques 2.3.

1) La caractérisation 5) est souvent la plus commode dans les calculs.

2) Dans le cas des dilatations, la donnée de H, D et ) est équivalente 3 celle de
u. La situation est un peu compliquée pour les transvections. En effet, u détermine

D et H, mais la réciproque est fausse (penser aux transvections <(1) '1\>) D’autre

part la donnée d'un point @ € D C H et d’une équation f de H détermine u (cf.
5)) ; mais u ne détermine f et a qu'a un scalaire prés (si f et a conviennent, A f
et a/) aussi).

Pour f € E*, f # 0, et a € Ker f, a # 0, nous noterons 7(f,a) la transvection
donnée par la formule :

Ve € E, 7(f,a)(z)=z+ f(z)a.
Remarquons que si 7 = 7(f,a), on a 77! = 7(f, —a) et aussi :
7(f,a)r(f,0) =7(f,a +b) (cf. §2 Exercice 1).

On a aussi une caractérisation duale des transvections :
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Proposition 2.4.

Soit u € GL(E), u # Id. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) u est une transvection de droite D,

2) on a u|p = Id et ’homomorphisme induit @: E/D — E/D est I'identité.

Démonstration. L'implication 1) == 2) est claire avec la caractérisation 5) des
transvections.

2) == 1) : La condition sur le quotient, %(Z) = Z, s’écrit encore :
Vz € E, u(z)—z € D.

On a donc Im(u — Id) C D et comme u # Id, cela impose Im (u —Id) = D. Il en
résulte que Ker (u — Id) est un hyperplan, contenant D puisque u|p =Id et u est
bien une transvection de droite D.

Proposition 2.5 (Comportement par conjugaison).

Soit T une transvection de droite D et d’hyperplan H et soit u € GL(E). Alors,
utu~! est une transvection de droite u(D) et d’hyperplan u(H). Précisément, si
on a T =7(f,a), on auru™! =7(f ou~t,u(a)).

Démonstration. On a, pour z € E, Tu™}(z) = u~!(z) + f(u"!(z))a d'on
uru~}(z) = z + f(u~1(z)) u(a), d’ot le résultat (on notera que si H = Ker f,
on a u(H) = Ker (f o u™1)).

c) Application, calcul des centres.

Théoréme 2.6.

Le centre Z de GL(E) est formé des homothéties x + Az, avec X € k*. Il est donc
isomorphe a k*.

Le centre de SL(E) est Z N SL(E), il est isomorphe 3 p,(k) = {\ € k| A" =1}
(cf. Chapitre 111 §4).

Remarque 2.7. Pour n =1, GL(E) = k* est commutatif et SL(E) = {1}.
Démonstration (de 2.6) On a d’abord un lemme qui caractérise géométriquement
les homothéties :

Lemme 2.8.
Soit u € GL(E). Supposons que u laisse invariantes toutes les droites vectorielles
de E, alors u est une homothétie.

Démonstration. En formules, ceci s’écrit comme une interversion de quantifica-
teurs :

(Vz € E), A\ € k%), (u(z) = Az) = (Ir€k*), (Vz € E), (u(z) = Az).

Pour n = 1, c’est clair. Sinon, si z,y sont non colinéaires on a : u(z) = Az,
u(y) = py, mais aussi u(z +y) =v(z +y) = Az +py, dot A =p=v.
Si z et y sont colinéaires le résultat est évident.

Le théoréme 2.6 en résulte aussitot, & I’aide de la proposition 2.5 : soit u € GL(E)
qui centralise SL(E). Alors si 7 est une transvection de droite D, on a uru™! = 7.
Or uru™! est une transvection de droite u(D), de sorte qu’on a u(D) = D. Comme
ceci vaut pour toute droite D, le lemme 2.8 montre que u est une homothétie.
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Définition 2.9.
Le quotient de GL(E) par son centre est appelé le groupe projectif linéaire
et est noté PGL(E). De méme le quotient de SL(E) par son centre est noté
PSL(E). On note PGL(n,k) et PSL(n,k) les quotients des groupes matriciels
correspondants.

Remargue 2.10. Soit hy ’homothétie z + Az, on a dét hy = A", de sorte qu'on a
une suite exacte :

1 — PSL(E) — PGL(E) %& k*/k*™ — 1.
ol on a posé k** = {\ € k*|qu € k*, A = p"}. En particulier, si k est
algébriquement clos, on a un isomorphisme : PSL(E) ~ PGL(E).

d) Générateurs de SL(E) et GL(E).

Théoréeme 2.11.
Les transvections engendrent SL(E).

Corollaire 2.12.
Les transvections et les dilatations engendrent GL(E).

Démonstration. Le corollaire est immédiat via le théoréme : soit u € GL(E) avec
) = dét u et soit v une dilatation de rapport A~!. Alors on a vu € SL(E) et u est
produit de v~! et de transvections.

Le théoréme 2.11 se prouve par récurrence sur n. Pour n = 1, c’est clair. On a
ensuite un lemme qui décrit la transitivité des transvections :

Lemme 2.13.
Soient x,y € E—{0}. Il existe une transvection u ou un produit de deux
transvections uv, tels que u(z) =y ou uwv(z) =y.

Démonstration (de 2.13). Supposons z,y non colinéaires. On cherche u sous la
forme u(z) = z + f(z)a. On prend @ = y — z et pour H un hyperplan contenant
a, mais pas z. On choisit alors I’équation f de H de sorte que l'on ait f(z) =1 et
u = 7(f, a) convient.

Si = et y sont colinéaires, on prend z non colinéaire et on trouve, d’apres ce qui
précede, des transvections u,v telles que u(z) = z, v(z) = y.

Revenons au théoréme 2.11 :

Soit u € SL(E) et soit z € E, x # 0. Quitte & remplacer u par vu ol v est un
produit de transvections, on peut supposer que l'on a u(z) = = (lemme 2.13).
Soit D la droite engendrée par z et soient 7 : E — E/D la projection canonique
et ©: E/D — E/D l'automorphisme induit par u.

Montrons tout d’abord qu'on a @ € SL(E/D). Pour cela, on prend une base
ey = z,€3,...,e, de E, de sorte que m(ez),...,m(e,) est une base de E/D. Si on
écrit les matrices de u et T dans ces bases, en tenant compte de u(e;) = ey, le
développement de dét u par rapport a la premiére colonne montre qu'on a aussi
détu=1.

On applique alors 2% I’hypothese de récurrence, on a@ = 7, ... 7, o0 7 = 7(f;, a;)
est une transvection de E/D. Soit alors a; € E tel que w(a;) = @; et f; € E* définie
par f; = f; om. Posons 7; = 7(fi,a;). Il est clair que 7; induit 75 sur E/D. De
plus, comme fi(z) = f; om(z) = 0, on a 7;(z) = x. Posons alors v = 7y...7,,
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on a v(z) = u(z) et T = T donc, en vertu de la proposition 2.4, v~ lu est une
transvection, de sorte que u est produit de transvections.

Variante.
On peut éviter le recours au quotient en démontrant le lemme suivant :

Lemme 2.14.
Soit x € E — {0} et soient H,, H; deux hyperplans distincts, tels que x ¢ H, U H3.
Alors, il existe une transvection u telle que u(z) = z et u(H;) = Ha.

Démonstration. On prend (H) N Hy) + ka pour 'hyperplan de w.

On termine alors la démonstration du théoréme 2.11 en se ramenant, par usage des
lemmes 2.13 et 2.14, au cas u(H) = H et u(z) =z, avec = ¢ H, et en appliquant
I’hypothése de récurrence a u|g.

Remarque 2.15. On peut prouver que tout élément u de SL(E) est produit d’an
plus n = dim E transvections sauf si u est une homothétie, auquel cas il en faut
n+ 1, (cf. §2 Exercices 5 & 8 pour des compléments sur ce théoréme).

e) Conjugaison.
Nous cherchons maintenant des réciproques a la proposition 2.5.

Proposition 2.16.
Deux dilatations sont conjuguées dans GL(FE) si et seulement si elles ont méme
rapport.

Démonstration. C’est clair, car elles ont alors méme matrice dans des bases
convenables.

Proposition 2.17.
Deux transvections quelconques sont conjuguées dans GL(E). Pour n > 3, elles le
sont aussi dans SL(E).

Démonstration. Dans GL(E), c’est clair, elles ont méme réduite de Jordan (cf.
2.2, caractérisation 6).

Supposons n > 3 et soient u,v deux transvections et w € GL(E), tel que
v = wuw™L. Si A = détw, il suffit de trouver s € GL(E), avec déts = A~ ! et
svs~! = v. En effet, alors, on aura (sw)u(sw)~! = v et sw € SL(E).

Pour ceci, on se place dans une base sur laquelle v a pour matrice :

1 0 1 0
etonprend s= 1 \
11 1/X
0 1 0 1/A

ce qui est possible puisqu’on a n > 3. Il est clair alors que s convient.
Pour n = 2, la proposition analogue est fausse. On a le résultat matriciel suivant :
Proposition 2.18.

1) Dans SL(2, k) toute transvection est conjuguée d’une matrice <(1) ’1\), avec
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A EEk*.
2) Soient A\, € k*, alors s = <(1) i‘) ett = <(1) ’f) sont conjuguées dans
SL(2,k) si et seulement si A\/p est un carré dans k.

Démonstration.

1) Soient u une transvection, e;, e; une base de E, ke) I'hyperplan de u, et soit
€2 € ke1. Dans la base (ag1,£2), u a la matrice voulue et, pour un a convenable,
on a dét (as1,e2)/(e1,e2) = 1, donc le changement de base est dans SL(2, k).

2) Supposons qu’il existe g = : ? ) avec ad — By = 1 vérifiant gsg~! = t.

On a alors gs = tg c’est-a-dire :

_(a ax+B\_. _(a+py B+pb
gs_<7 7,\+6)—t-"—( ¥ 5 )

On voit donc que la relation gs = tg implique v = 0 et aX = ué, avec § = 1/a car
g est de déterminant 1 et donc A\/p = 62 est un carré de k.

Réciproquement, si A\/u = 62, avec § € k*, on prend o = 1/, v = 0 et 3
quelconque, et g convient pour passer de u a v.

Remarque 2.19. Les classes de conjugaison des transvections dans SL(2,k)
dépendent donc de maniére essentielle de la structure de k. Par exemple, il y
a une seule classe si k est algébriquement clos, deux si k = R ou F,, une infinité
sik=Q.

3. Commutateurs.

Les résultats de ce numéro sont conséquences de ceux du paragraphe suivant, mais
nous en donnons des démonstrations directes.

Théoréme 3.1.

1) On a D(GL(n, k)) = SL(n, k), sauf dans le cas : (n =2,k = F3).

2) On a D(SL(n,k)) = SL(n,k), sauf dans les deux cas : (n = 2,k = F3) et
(n=2,k=F3).

Démonstration. On note encore E un k-espace vectoriel de dimension n.

a) Si g,h sont dans GL(E), on a dét (ghg~'h~') = 1 et donc on a toujours
D(GL(E)) C SL(E) et D(SL(F)) C SL(E).

b) 11 suffit de prouver qu’une transvection u est un commutateur.
En effet, si on a u = aba~'b~! avec a,b € SL(E), (resp. a,b € GL(E)), et si v est
une autre transvection, u et v sont conjuguées dans GL(E) (cf. 2.17), donc on a
v = gug~! = iy4(u), ol iy désigne 'automorphisme intérieur défini par g € GL(E).
On a alors :

v = ig(u) = ig(a)ig(b)ig(a) Mig(®)

et comme SL(E) est distingué dans GL(E), on i4(a),i4(b) € SL(E) (resp. GL(E)).
On voit ainsi que toutes les transvections sont des commutateurs, mais comme
elles engendrent le groupe SL(E) (cf. 2.11), on a SL(E) C D(SL(E)) (resp.
SL(E) c D(GL(E))).

c) Un cas particulier bien agréable est le suivant : n > 3 et car (k) # 2.
En effet, si u est une transvection, u? en est aussi une (car u? # Id & cause de
car (k) # 2, comme on le voit par exemple sur la matrice de u?) de sorte que u et
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u? sont conjuguées dans SL(E) (cf. 2.17) et on a donc u? = sus~! avec s € SL(E),
d’ot u = sus~!u~! et u € D(SL(E)). (})
On a montré ainsi D(SL(E)) = SL(E) et, a fortiori, D(GL(E)) = SL(E).

d) Supposons |k| > 3 (ie. k # F3,F3) et n = 2.

. 11 A0
Slonposet=<0 1)ets=<0 /\_1),(/\¢0),ona

oo, 1 A2 -1
T==s8ts" "t —<0 1 s

et si on choisit A # £1 (ce qui est possible car on a supposé |k| > 3), 7 est une
transvection et on a D(SL(2,k)) = D(GL(2,k)) = SL(2, k).

Pour n > 2, la méme méthode fonctionne en choisissant un plan P, un supplé-
mentaire S de P et en prolongeant les matrices ci-dessus par Idg.

e) Si k = F3, F3, mais n > 3, on considere les matrices :

1 0 1 1 01 0 -1 0
u={0 1 —-1};t={0 1 0})ets=[1 0 0},
0 0 1 0 01 0 0 1

de sorte que u est une transvection et qu'on a u = tst~!s~1, avec s,t € SL(E) et
on conclut comme en d).

f) 11 reste & montrer D(GL(2,F3)) = SL(2,F3).
On regarde les matrices t = (1) }), s= <(1) _01) .Onasts~'t~! =t et donc
t est dans D(GL(FE)) (on prendra garde que s n’est pas dans SL(E) et qu’on ne
peut donc pas conclure pour D(SL)).

g) Les cas exceptionnels :
On a GL(2,F;) = SL(2,F2) ~ 63 et donc D(SL(2,F3)) ~ U3 (cf. §5).
On a [SL(2,F3)| = 24, et D(SL(2,F3)) =~ Hg (cf. §5 et §3 Exercice 2).

4. La simplicité de PSL(n,k).

Théoréme 4.1.

Le groupe PSL(n, k) est simple, sauf dans les deux cas suivants :
1)n=2,k=F,,

) n=2 k=F;.

Démonstration. On utilise les techniques inaugurées au Chapitre I §8.

Soit E un k-espace vectoriel de dimension n et soit N un sous-groupe distingué de
PSL(E), non réduit  I’élément neutre. Par image réciproque il lui correspond un
sous-groupe distingué N de SL(E), contenant le centre Z de SL(E), et distinct
de Z, et il faut montrer que I'on a N = SL(E). Nous devons distinguer deux cas.

1) Premier cas : n > 3.

Comme les transvections engendrent SL(E) (cf. 2.11) et sont toutes conjuguées
(cf. 2.17), il suffit de montrer que I'une d’elles est dans N.

Le lecteur attentif aura noté que cet argument a déja servi en I, 8.2 pour le groupe
symétrique.
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L’idée est la suivante : on dispose au départ d’un élément ¢ € N, non trivial. On
fabrique de nouveaux éléments de N comme commutateurs :
si T € SL(E), alors p=o(ro™'77) € N.

Si 7 est une transvection d’hyperplan H, o7o~! est une transvection d’hyperplan
o(H), donc p = (670~ 1)7~! est produit de deux transvections et sera méme une
transvection si on a o(H) = H et p # Id. On va donc chercher & construire un
élément de N qui laisse globalement invariant un hyperplan.
Précisons maintenant tout cela : soit 0 € N, 0 ¢ Z. Comme ¢ n’est pas une
homothétie, il existe a € E tel que b = o(a) ne soit pas colinéaire a a. Soit 7 une
transvection de droite <a> et posons p = o7 ~1771, Soit H un hyperplan de E
contenant le plan <a,b> (il en existe, puisqu’on a n > 3).
On a alors les trois propriétés suivantes :

1) p€ N et p #1d,

2Q)Vz € E, p(zx)—z€H,

3) p(H) = H.
En effet, il est clair que p est dans N. Si on avait p = Id, on aurait 7 = 670!, mais
ces transvections ont respectivement pour droites <a> et <b> et on a <a>#<b>.
Pour le point 2), on remarque (cf. 2.2.5) qu’on a p(z) — z €<a,b>C H et 3) en
résulte aussitot.

Deuzx éventualités sont alors possibles :

a) Il existe une transvection u, d’hyperplan H qui ne commute pas & p.
Alors, si on pose v = pup™'u™', on a v € N, v # Id et v est produit des
transvections u~!, d’hyperplan H et pup~!, d’hyperplan p(H) = H, donc v est
une transvection non triviale de N.

b) Sinon, p commute 3 toutes les transvections d’hyperplan H. Soit f € E*
une équation de H et u une transvection de vecteur ¢ € H qui s’écrit :

u(z) = z + f(z)c.
On a pu = up, donc, pour tout z de E :

p(z) + f(z)p(c) = p(z) + f(p(z)) c.
Soit & H, comme p(x) —x € H, on a f(p(z)) = f(z) # 0, d’olt p(c) = c. Mais
ceci vaut pour tout ¢ € H, donc on a p|y = Id et, comme p est de déterminant 1,
p est déja une transvection.

Dans les deux cas, on voit que N contient une transvection, donc N = SL(E), ce
qui achéve la démonstration du cas n > 3.
2) Deuxiéme cas : n = 2.

Dans la démonstration précédente, deux points essentiels ne subsistent plus :

1) les transvections ne forment plus une seule classe de conjugaison (sauf si
on a k* = k*2, cf. 2.18).

2) on a utilisé I'hypothése n > 3 dans la construction d’un élément de N qui
laisse invariant un hyperplan.
Notons que pour n = 2, I'existence d’un hyperplan stable par un g € SL(E)
revient & celle d’un vecteur propre non nul, donc d’une valeur propre de g dans
k. En particulier, si k est algébriquement clos, la méthode précédente s’applique
sans modification.
Dans le cas général, on va construire d’abord un élément g € N qui posséde une
valeur propre, puis suffisamment de transvections, le tout, bien siir, au moyen de
commmutateurs.
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Dans tout ce qui suit on suppose |k| > 7.

Nous verrons en effet au §5 que les cas k = F,,F3; sont exceptionnels et que
PSL(2,F4) et PSL(2,Fs) sont tous deux isomorphes & 2s, donc simples (cf.
Chapitre I, 8.1).

Lemme 4.2.

a

On suppose |k| > 7. Soit s = (c , avec ad — bc = 1 ie. s € SL(2,k), avec

b
d
¢ # 0. Alors il existe g € SL(2,k) tel que g~'s~'gs admette une valeur propre
A€k, A#0,1,-1.

Démonstration. On cherche sous la forme g = (: 'g) Soit ey = (1,0) le

premier vecteur de base. Il suffit de résoudre I’équation g~'s~!gs(e;) = Ae; ,
i.e. gs(e1) = Asg(e1), c’est-a dire encore :

(1) ao + cff = Maa + by)

(2) ay + cb = Mco + dv).

Soit A € k*2, X # F1 (un tel X existe car on a |k| > 7, donc |k*2| > 3). On prend
alors y = 0, § = VA, a = 1/6 et (2) est satisfaite, puis comme c est non nul, on
(A—1)a

VAN

prend 3 = et (1) est vérifiée.
Lemme 4.3.
Si s € SL(2,k) a une valeur propre A € k*, avec A # Fl, s est conjugué dans

SL(2,k) det = (3 1(/),\)'

Démonstration. On note d’abord que s et t sont conjugués dans GL(2,k). En

effet, comme on a dét s = 1, les valeurs propres de s sont A et 1/, donc elles sont

distinctes et s est diagonalisable, s = utu~!, avec u € GL(E).

1/d 0
0 1

suv avec dét (uv) = 1.

Ensuite, si on pose d =détu, d € k* et v = , on voit que v commute a

1,-1

tetdonconat=vYv=v"lu"

Lemme 4.4,
Soit A € k*, A # %1 et posons s = (

_(1 »
t= ( : 1).
Alors, il existe g € SL(2,k) tel que I'on ait g~'s™1gs = ¢.

Démonstration. On cherche g sous la forme g = (: 'g) avec ad — By = 1,

A0 .
0 1/,\)’50";”6’“’”¢06tp080ns

vérifiant gs = sgt. Or,on a :

_{arx B/A _[ax  aip+pAr
93—(% 6/,\) et sgt_(w 'yp//\+6/,\)'

La relation yA = /) implique v = 0 car A2 est # 1. Il reste B/A = alu + B et
a8 = 1. On prend alors a = 1/X — X (de sorte que a est non nul) et g = Au.
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On peut maintenant prouver le théoréme pour n = 2.
Soit s € N, s # FId.
1) Si s a une valeur propre A € k*, A # F1, s est conjugué dans SL(E) de

s = (’3 1(/)/\) (lemme 4.3). On en déduit que s’ est dans N. Alors, pour tout

i € k*, il existe g € SL(E) tel que t = <(1) ’1‘) =g~ 1s'"1gs’ (lemme 4.4). On a
donc t € N et donc (cf. 2.11 et 2.18) N = SL(2, k).

2)Sis= (Z g) avec ¢ # 0, comme on a supposé |k| > 7, il existe g € SL(E)

tel que g~'s~!gs ait une valeur propre A # F1 (lemme 4.2). Comme g~'s~gs est

dans N, on est ramené au cas précédent.
3) Avec les notations de 2), si on a ¢ = 0 et si on n’est pas dans le cas 1),

onas = (8 g) avec € = F1 et u # 0 (car s n’est pas diagonalisable, donc

0 1

a une valeur propre € double). Soit alors ¢ = (_1 0

), onat € SL(E) et

tst~1 = (fﬂ 2 , mais alors, comme tst~! est dans N, on est ramené au cas 2),
ce qui achéve de prouver le Théoréme 4.1.

Remarque 4.5. Pour une autre démonstration du Théoréme 4.1, cf. Exercices 3
et 4. La démonstration proposée ci-dessus, qui repose sur des idées trés simples,
met en lumiére Pefficacité du calcul matriciel, au moins pour ce qui concerne la
dimension 2.

5. Le cas des corps finis.

Rappelons (cf. Chapitre III) que F, désigne le corps & ¢ éléments, ol ¢ = p* avec
p premier et a € N*,

Proposition 5.1.

Les cardinaux des groupes linéaires sur Fy sont les suivants :
1) |GL(n,Fg)| = (¢" - 1)(@"—q) ... (" — ¢"7}).

2) |SL(n,Fy)l = (¢"—1)(¢"—q)...(¢"—¢""?)¢" "' = N.
3) |PGL(n,Fg)| = |SL(n,Fq)| = N.

4) |PSL(n,F4)| = N/d ou d = pged (n,q— 1).

Démonstration. Soit ey, ...e, la base canonique de F}. Si A est dans GL(n,F,),
Aey,...,Aen est une base de F} et on a ainsi une bijection de GL(n,F,) sur
'ensemble des bases de F7;. Pour choisir une telle base ay,...,an, on peut prendre
a, quelconque, non nul, on a donc ¢"* — 1 choix pour a;. On doit ensuite prendre
ay en dehors de la droite (a;), d’ou ¢" — ¢ choix pour a3. Plus généralement si
ay,...,a; sont choisis, a;41 doit &tre pris en dehors du sous-espace (as,...,a;),
d’ot ¢" — ¢* choix, ce qui prouve 1).

Les points 2) et 3) en résultent aussitot puisque Fy a ¢ — 1 éléments. Enfin, 4)
résulte de 2.6 et du lemme suivant :

Lemme 5.2.
On a (avec les notations de III, §4) : |un(Fq)| = d = pged (n, ¢ — 1).
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Démonstration. Par Bézout, onar,s € Z tels que d = r(g— 1) + sn. Soit z € Fy,
on a 297! =1, donc, si z € un(F,), on a 2¢ = z(9-Vrz"s = 1, Réciproquement,
si 2% = 1, on a a fortiori z" = 1, et, en définitive, on a un(F,) = pq(F,). Mais,
le polynéme X97! — 1 admet ¢ — 1 racines dans F,, donc X¢ —1 qui en est un
diviseur en a d, et donc on a |uq(Fg)| = d.

Proposition 5.3.

On a les isomorphismes suivants :

1) GL(2,F3) = SL(2,F;) = PSL(2,F3) ~ Gs.

2) PGL(2, F3) asd 64; PSL(2, F3) >~ 914.

3) PGL(2,F4) = PSL(2,F4) >~ Us.

4) PGL(2,F5) ~ S5; PSL(2,Fs5) ~ Us.

Démonstration. On introduit P’espace projectif P(E) associé & E, ensemble des
droites vectorielles de E. Le groupe GL(E) opére sur P(E) de maniére évidente,
et les homothéties opérant trivialement, PGL(F) opére aussi sur P(E). De plus,
PGL(E) opere fidélement sur P(E) (cf. 2.8). Enfin, si k = Fy et n = 2, P(F2),
que I'on note aussi P!(F,) (la droite projective sur Fy), a ¢ + 1 éléments (?), de
sorte qu’on a un homomorphisme injectif :

¢ : PGL(2,F;) — Gg41.

1) Si k = Fy, on a F3 = 1, donc les groupes GL(E), SL(E), PGL(E), PSL(E)
sont tous égaux, et de cardinal 6 (Proposition 5.1). Comme PGL(2,F,) s’injecte
dans &3, il lui est isomorphe.

2) Comme on a |PGL(2,F3)| = 24, le méme raisonnement que ci-dessus donne
PGL(2,F3) ~ G4 et donc aussi PSL(2,F3) =~ 24, puisque 2, est le seul sous-
groupe d’indice 2 de G4.

3) Si k = F4, corps de caractéristique 2, on a Id = —Id donc
SL(2,F4) = PSL(2,F4) = PGL(2,Fy).
On a, 14 encore, un homomorphisme
¢ : PSL(2,F4) — Gs,

injectif, et comme PSL(2,F;) est de cardinal 60, donc distingué dans &s,
PSL(2,F,) est isomorphe & 25 (cf. Chapitre I, 8.5).

4) Pour k = F5, on a un homomorphisme injectif :
"2 PGL(2,F5) — 66-

Comme on a |PGL(2,F5)| = 120, 'image de ¢ est un sous-groupe d’indice 6 de
Ge, donc isomorphe & S5 (cf. Chapitre I, 8.6) et il en résulte que PSL(2,F5) est
isomorphe & 2s.

Remarques 5.4.

1) Comme G3 et 24 ne sont pas simples, le théoréme 4.1 est bien en défaut pour
n = 2 et £k = F, ou F3. En revanche, il est vrai pour n = 2 et ¥ = F4 ou Fs,
puisque 2s est simple.

Ces éléments sont les ¢ éléments de la droite affine, plus un point & linfini, cf. §5
Exercice 2.
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2) Comme on a D(S3) = s, le théoréme 3.1 est en défaut pour n = 2, k = Fs.
Comme on a PSL(2,F3) = 2y, ce groupe admet un quotient de cardinal 3 (par le
sous-groupe de Klein contenu dans 2,), donc abélien, qui est aussi un quotient de
SL(2,F3), et donc on a D(SL(2,F3)) # SL(2,F3) (cf. aussi § 3 exercice 2).

3) Le plongement de PGL(2, F'5) dans G¢ nous fournit un sous-groupe isomorphe
A G5, mais non trivial, i.e. qui n’est pas le stabilisateur d’un point. En effet GL(E),
donc aussi PGL(E), opere transitivement (et méme triplement transitivement) sur
P(E). Ceci nous fournit une autre démonstration pour I, 8.11.

4) Notons enfin, sans démonstration, les isomorphismes suivants, pour lesquels
on renvoie 4 [D3] :

1) On a PSL(2,F;) ~ PSL(3,F;) (le groupe simple d’ordre 168 cf. §5
exercice 3).

2) Ona PSL(2,F9) o~ me et PSL(4, Fz) o~ mg.

3) En revanche, PSL(3,F,) qui est lui aussi de cardinal 20160 = 8!/2, n’est
pas isomorphe & g (cf. § 5 exercice 1).



EXERCICES SUR LE CHAPITRE IV

1. Déterminant et groupe SL(E).

1) Soient k un corps et n € N*. On considére ’homomorphisme e, : k* — k*,

défini par e,(z) = z"™.

a) Montrer que e, est bijectif si et seulement si on a pn(k) = {1} et k* = k*"
(ol k*™ est I’ensemble des éléments de k* qui sont des puissances n-émes).

b) Soit A un sous-groupe de k* tel que e,(A) = k*. Montrer qu’on a A = k*.

¢) On suppose k = R, pour quels n ’homomorphisme e,, est-il bijectif ?

d) Si k = F,, donner une condition nécessaire et suffisante pour que e, soit
bijectif.

2) On suppose qu'il existe un sous-groupe H de GL(n,k) tel que ’application
(g9,h) — gh de SL(n,k) x H dans GL(n, k) soit un isomorphisme de groupes.

a) Montrer que dét | : H — k* est un isomorphisme.

b) Montrer que H est contenu dans le centre Z de GL(n, k), puis que H = Z
(cf. Exercice 1 b)).

c¢) Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe un tel H.

3) On suppose qu'il existe un sous-groupe H de GL(n, k) tel que la projection p
de GL(n, k) sur PGL(n,k) induise un isomorphisme de H sur PGL(n, k).
a) Montrer qu’on a des isomorphismes :

GL(n,k) ~ PGL(n,k) x Z ~ PGL(n, k) x k*

et que H est distingué dans GL(n, k).

b) Montrer, en utilisant § 4 Exercices 1,2, que H contient SL(n, k), sauf pour
quelques cas exceptionnels que I’on examinera.

c) Montrer qu’on a alors H = SL(n, k) et donner une condition nécessaire et
suffisante pour qu’on ait un tel isomorphisme.

2. Générateurs et centres de GL(E) et SL(E).

1) Soit E un k-espace vectoriel de dimension n et H un hyperplan de E.
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On pose :
D(H) ={u € GL(E) |u|lg =1dyg}, T(H)= D(H)NSL(E).

a) Montrer que D(H) et T(H) sont des sous-groupes de GL(E) et préciser
leurs éléments.
Montrer que T'(H) est distingué dans D(H), préciser le quotient (réponse : k*) et
étudier ’extension (est-elle produit semi-direct ?...)
Montrer que T(H) est isomorphe au groupe additif de H, donc est commutatif.
Comment k* opeére-t-il sur H ~ k"»~1?

b) Calculer les conjugués de D(H) (resp. de T(H)) dans GL(E) (resp. GL(E)
et SL(E)).
Déterminer le normalisateur ND(H) de D(H) dans GL(E); étudier le quotient
ND(H)/D(H).
Mémes questions pour T'(H).

2) On reprend les notations de 1).
a) Soient u € T(H), v € D(H)—T(H), on suppose u # Id. Montrer qu’on a
uv # vu.
b) Si u,v sont deux dilatations d’hyperplan H, & quelle condition commutent-
elles 7 '
c) Calculer les centralisateurs de T(H) et D(H) dans GL(E).
d) A quelle condition deux transvections quelconques commutent-elles ?

3) a) Montrer que les groupes (k™, +) et (k*, x) ne sont pas isomorphes, sauf si
n =0 et k = F, (distinguer le cas de la caractéristique 2).
b) Montrer que T'(H) est un sous-groupe caractéristique de D(H) (i.e.
invariant par tout automorphisme) (utiliser les exercices 2 a) b) et 3 a)).
¢) Montrer V'inclusion Int (ND(H)) C Aut D(H) et donner un exemple ol
cette inclusion est stricte.

4) Soit D une droite de E. On pose :
U(D) = { transvections de droite D} U {Id}.

Montrer que U(D) est un groupe commutatif isomorphe & (k*~!, +). Calculer ses
conjugués et son normalisateur dans GL(E).

5) Soit D une droite de E. On pose :

GLp(E) = {u € GL(E) |u|p =1dp} et SLp(E)=SL(E)NGLp(E).
Soit p : GLp(E) — GL(E/D) ’homomorphisme canonique u + .

a) Montrer qu’on a Kerp = U(D).

b) Soit F un supplémentaire de D. On identifie GL(F) & un sous-groupe de
GLp(E) en prolongeant v € GL(F) par l'identité sur D.
Montrer que p induit des isomorphismes de GL(F) sur GL(E/D) et de SL(F) sur
SL(E/D).

c¢) En déduire que p est surjectif et qu'on a des isomorphismes

GLp(E) ~U(D) x GL(F) et SLp(E)~U(D) x SL(F).
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d) Déduire de c) une autre démonstration du théoréme 2.11.

6) La méthode du pivot, ou une autre démonstration du théoréme 2.11
Pour A € k* et 4,7 € {1,...,n}, avec i # j, on considére :

1) la matrice de Kronecker E;;, qui a pour seul terme non nul a;; = 1,

2) la matrice B;j(A) = I + AE;;.

a) Soit A € GL(n,k), calculer en fonction de A, en termes de lignes ou de
colonnes, les produits B;;(A)A et AB;;(A).

b) On pose Pij = Bij(l)Bji(—l)Bij(l). Décrire P,'jA.

c) Montrer que, si A est dans SL(n, k), A s’écrit comme un produit de matrices
B;;(X). (Procéder par récurrence en modifiant A par multiplication & gauche par
des B;;()). Faire apparaitre d’abord un 1 & la place a), puis des 0 aux places
a;, i # letc..., cf. [D] Ch. II §1 ou [A] Th. 4.1.)

d) Utiliser ¢) pour donner une méthode pratique d’inversion des matrices
(faire subir les mémes manipulations & A et I pour aboutir & I et A™1).

e) Utiliser les matrices B;;()\) pour calculer le centre de GL(n, k).

7) L’objet de cet exercice est d’étudier le nombre minimum de transvections
nécessaires pour écrire un élément de SL(E).

On désigne par E un k-espace vectoriel de dimension n > 1. Soit 4 € GL(E).

On pose F, = {z € E|u(z) = z}, espace des points fixes de u et p, = n—dim F,.
Soit E = E/F, et soit & 'automorphisme de E induit par u.

a) Soit u € SL(E). On compléte une base de F,, par des vecteurs e, . .. e, avec
p = py de fagon & obtenir une base B de E. Soit €y,...,&p les images de ey, ..., ep
dans E. Montrer que ces vecteurs forment une base de E. Montrer que la matrlce
de u dans la base B est de la forme :

Inep ’ B
avec A € SL(p, k).
0 A
Montrer que A est la matrice de 7 dans €,,...,€, et quonau € SL(F).

b) On suppose u € SL(FE), u # Id. Montrer que les conditions suivantes sont
équivalentes :

i) ¥ est une homothétie de rapport X # 1.

ii) Dans une base convenable, u admet une matrice diagonale :

1

avec X # 1.

A
Un élément u € SL(E), u # Id, vérifiant 1) ou ii) sera dit exceptionnel.
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Déterminer les éléments exceptionnels de SL(E) lorsque n = 2. Pour p donné,
existe-t-il toujours des u € SL(E), exceptionnels, tels que p, = p? Etudier le cas
p=1

c) Soit u € SL(E) une homothétie et T une transvection. Calculer p,,.
Montrer que T7u n’est pas exceptionnel.

d) On pose pour u € SL(E) :

m, = inf{m € N|u =7 ... 7y ol les 7; sont des transvections de E}.

On convient que si 4 =Id, on a m, = 0. Montrer I'inégalité m,, > p,.

e) Montrer que si u est exceptionnel on a m,, > p, + 1.

f ) On suppose dim E > 3. Soit u € SL(FE) ; on suppose que u n’est pas une
homothétie.
Montrer qu’il existe a,b,c € E, linéairement indépendants, tels que ’on ait :

1) u(b) =c,

2) u(a) n’est pas dans le plan <a,c> .

g) Soit u € SL(E) tel que u # Id et u non exceptionnel. On suppose que
T n’est pas une homothétie. Montrer qu’il existe une transvection 7 telle que
F.. ;) F, et précisément, telle que p,, = p, — 1 (on pourra prendre b € E tel que

b ne soit pas vecteur propre pour %, et, si ¢ = u(b), prendre une transvection de
droite <b —c>).

h) Avec les hypothéses de g), montrer qu’on peut, de plus, trouver 7 telle
que Tu ne soit pas exceptionnel. (Distinguer les cas p, = 2 et p, > 2. Si p, > 2,
imposer & I'hyperplan de 7 de contenir un élément a tel que %(a) ¢<a,¢>, cf. f).)

i) Soit u € SL(E), tel que u # Id et u non exceptionnel. On suppose que T est
une homothétie, donc nécessairement % = Id. Montrer qu'’il existe une transvection
7 telle que Fry ;) F,,, avec Tu non exceptionnel.

j) Montrer par récurrence sur p,, que si u n’est pas exceptionnel on a m,, = p,,.
k) Montrer que si u est une homothétie, u # Id, on a m,, = n + 1. En déduire
que si u est exceptionnel on a m, = p, + 1.

8) Cet exercice est I’analogue de 7) mais avec les dilatations. On reprend les
notations de 7).
a) Soit v € GL(FE). On dit que u est une transgression si on a u # Id et
% = Id. Montrer que ceci équivaut 3 u # Id et (u —1d)? = 0 et qu’alors u est dans
SL(E).
b) On pose pour u € GL(E) :

sy =inf{s € N|u=m...7, ol les 7; sont des dilatations}.

Montrer qu’on a s, > p,, et 8y > py, + 1 si u est une trangression.

c) Soit ' C E un sous-espace et soient =,y € E dont les images sont
indépendantes dans E/F. Montrer que pour tout A € k, distinct de 0 et 1, il
existe une dilatation 7 d’hyperplan H avec F C H, de rapport X et telle que
7(y) = =.

d) On suppose k # F2, F3. Montrer par récurrence sur p, qu’on a s, = p, si
u n’est pas une transgression, s, = p, + 1 sinon. Etudier les cas k = Fjy, Fs.

e) Soit u € GL(E), on pose :

ro = inf{r € N|u=m...7, oll 7; est une dilatation ou une transvection}.
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Montrer qu’'on a r, = p,.

9) Soit E un k-espace vectoriel de dimension n > 2. On pose :
T = {u € GL(E) | Tr (u) = 0} (I'ensemble des matrices de trace nulle).

a) Soient ¢ € &y, e),..., e, une base de E et u, défini par u,(e;) = €o(i)-
A quelle condition a-t-on u, € T'?
b) Soit A € k*. Montrer qu'il existe u € T tel que dét u = A.
c) On suppose n = 2. Montrer que toute transvection de E est produit
d’éléments de T (distinguer le cas de la caractéristique 2).
d) On suppose n > 2. Montrer que le résultat précédent subsiste (utiliser a)).
e) Montrer que tout élément de GL(E) est produit d’éléments de T.

10) Soit u € GL(E), avec dim E = n, et soit r un entier vérifiant 1 <r <n—1.
Montrer que si u laisse invariants tous les sous-espaces de dimension r de E, u est
une homothétie.

11) Soit k£ un corps et o un automorphisme de k. Soit E un k-espace vectoriel.

Une application u de E dans E est dite o-semi linéaire si on a :

1) Vz,y € E, u(z +vy) = u(z) +u(y).

2) Vz € E, VX € k, u(Az) = o(N)u(z).

a) Montrer que I’ensemble des applications semi-linéaires bijectives (pour o
variable dans Aut (k)) forme un groupe qui sera noté I'L(E).

b) Montrer que I’application qui & u, o-semi-linéaire, associe ¢ est un homo-
morphisme dont on calculera ’image et le noyau.

c¢) Montrer que SL(E) est un sous-groupe distingué de I' L(E).

d) Montrer que le centre de I'L(E) est inclus dans le groupe k* des ho-
mothéties, mais qu’il en est, en général, distinct. Déterminer ce centre dans les
cas suivants : k = C, R, Q( \75), F,.

12) Montrer que Q*/Q*? est infini (utiliser les nombres premiers).

13) Soit u € GL(E) diagonalisable. Calculer le centralisateur C(u) de u dans
GL(E). Montrer que deux dilatations de méme déterminant sont conjuguées par
un élément de SL(E). Généraliser.

3. Commutateurs.

1) Calculer D(PGL(n,k)) et D(PSL(n,k)) (pour les cas d’exceptions du
théoréme 3.1, cf. §5).

2) Etude de SL(2,F3).
a) Quels sont les cardinaux des groupes GL(2,F3), SL(2,F3), PSL(2,F3),
PGL(2,F3) (cf. Proposition 5.1).
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b) Montrer qu'on a PGL(2,F3) ~ &4 et PSL(2,F3) ~ A4 (cf. 5.3).

c) Déterminer le centre de GL(2,F3) et celui, noté Z, de SL(2,F3).

d) Montrer que SL(2, F3) n’est pas isomorphe & &4. On pose G = SL(2,F3).

e) Déterminer les éléments d’ordre 2 de G.

f) Soit P = PSL(2,F3). Calculer D(P) et P/D(P). En déduire qu'on a
| D(G)| < 8, puis, en comparant D(G), D(P) et Z, montrer qu'on a D(G) =~ Hs.

g) Montrer qu'on a une décomposition : G ~ Hg x (Z/3Z). Préciser
Vopération.

h) Donner la liste des éléments d’ordre 2, 4, 8,...de G. Déterminer les 2-Sylow
de G et retrouver ainsi le résultat de f).

i) Déterminer tous les sous-groupes distingués de G.

3) Avec les notations de §2 Exercice 1, calculer le groupe des commutateurs
de D(H) (montrer que deux dilatations de méme rapport sont conjuguées dans
D(H), attention au cas k = F3).

4) Avec les notations de § 2 Exercices 4 et 5, calculer le groupe des commutateurs
de GLp(E) (utiliser la décomposition en produit semi-direct de GLp(E) et étudier
la conjugaison dans GLp(FE) des éléments de U(D), attention aux cas n = 2,3,
k=TF,).

4. La simplicité de PSL(n,k).

1) Déterminer tous les sous-groupes distingués de SL(E) (utiliser le théoreme
4.1; en dimension 2, on pourra chercher u € SL(E) tel que u? = —Id, en dimension
supérieure, on utilisera 2.17).

2) Déterminer tous les sous-groupes distingués de GL(E) en fonction des sous-
groupes de k* (utiliser 1) et des commutateurs).

3) La méthode d’Iwasawa pour démontrer la simplicité d’un groupe.
Soit G un groupe opérant sur un ensemble X. Dans toute la suite, on suppose
que G opére doublement transitivement sur X, c’est-a-dire : pour tous les couples
(z1,22), (1,y2) de points de X avec z; # x5 et ) # ys, il existe g € G tel que
91 =, gT2 = Y2.
Soit z € X et H C G le stabilisateur de z.

a) Montrer que G est doublement transitif si et seulement si il est transitif et
si H est transitif sur X — {z}.

b) On a une bijection de G/H (classes a4 gauche) sur X, déduite de
I'application g = gz, et 'opération de G sur X correspond, via cette bijection, &
'opération de G sur G/H par translation (cf. Chapitre I §4 Exemple C).
Montrer, en utilisant cette description, quon a G = H U HgH pour tout
ge€EG—H.

c¢) Montrer que H est un sous-groupe maximal de G (i.e. maximal parmi les
sous-groupes propres de G).
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d) Soient N un sous-groupe distingué de G et posons :
NH={nheG|n€N, he H}.

Montrer que N H est un sous-groupe de G. En déduire que N opére transitivement
ou trivialement sur X.

e) On suppose qu’on a, pour tout z € X, un sous-groupe T de G tel que :

i) Ty est abélien,

ii) Ty = 9T:971,

iii) les sous-groupes T, engendrent G.
Soit NV un sous-groupe distingué de G. On suppose que N n’opére pas trivialement
sur X. Montrer qu'on a G = NT,. En déduire que N contient le groupe des
commutateurs D(G).

4) Application ¢ PSL(E)
Démontrer le Théoréme 4.1 en appliquant I'exercice 3 avec G = PSL(E),
X = P(E), T, = U(D,) (notation de §2 Exercice 4) o D, est la droite de
E d’image z dans P(E).

5. Le cas des corps finis.

1) On se propose de comparer les groupes PSL(3,F4) = G et PSL(4,F;) = H.

a) Montrer qu’on a |G| = |H| = 20160 = 8!/2.

b) Montrer que H = PSL(4,F;) = SL(4,F;) contient deux classes de con-
jugaison distinctes formées d’éléments d’ordre 2 : les transvections et une autre
classe dont on donnera un représentant sous forme de Jordan.

c) Montrer que tout élément d’ordre 2 de G est image d'un élément d’ordre 2
de § L(3, F4).

d) Montrer que tout élément d’ordre 2 de SL(3, F4) est une transvection.

e) En déduire que G et H ne sont pas isomorphes.

2) PGL(2,k) ou les homographies.

a) Montrer que ’espace projectif P(E) (cf. §5) est le quotient de E — {0} par

la relation d’équivalence R définie par :
TRy<3INe€k* z=My.
On notera p : E— {0} — P(E) la projection canonique.

b) Si E = k?, on pose P(E) = P1(k), et on I'appelle droite projective sur k.
Soit k = kU {00} 'ensemble obtenu en adjoignant & k£ un point & I'infini. Montrer
que l'application ¥ : k*—{0} — k définie par Y(z,y) = zfy siy # 0 et
¥(z,0) = oo induit une bijection de P! (k) sur % de bijection réciproque ¢, donnée
par (X)) = p(A,1) pour X € k et p(oo) = p(1,0).

On identifie dans toute la suite P!(k) et % par ces bijections.

c) Montrer que PGL(2, k) opére fidélement sur P! (k). Les bijections de P1(k)
ainsi obtenues s’appellent les homographies de la droite projective P! (k). Calculer,

en termes de E, la bijection % induite par un élément u = b) de GL(2,k).

d
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d) Soit u € GL(2,k). Donner une condition nécessaire et suffisante portant
sur dét u pour que son image & dans PGL(2,k) soit dans PSL(2, k). Pour des
précisions sur les homographies, cf. [B] Chapitre 6.

3)Les groupes simples d’ordre 168, PSL(2,F;) et PSL(3,F3).

Le but de cet exercice est de prouver que tout groupe simple d’ordre 168 est
isomorphe & PSL(2,F7). En particulier, PSL(3,F;) sera donc isomorphe &
PSL(2,F7).
Dans tout ce qui suit G désigne un groupe simple d’ordre 168.

a) Soit S ’ensemble des 7-sous-groupes de Sylow de G. Montrer qu'on a
|S| = 8. Soient P,Q € S, avec P # @, et soit N = Ng(P) le normalisateur de P
dans G.
Calculer |N|. Montrer que P opeére transitivement par conjugaison sur S — { P}.
Soit M = N N Ng(Q). Montrer qu’'on a |M| = 3.

b) Le groupe G opére par conjugaison sur S, on a donc un homomorphisme :

¢ : G — 6(9).

Montrer que ¢ est injectif. On pose § = ¢(g) pour g € G. Montrer que 'ordre
d’un élément de G est inférieur ou égal 4 12. En déduire que N n’est pas cyclique.
c) Montrer que G contient 28 sous-groupes de Sylow d’ordre 3 (considérer N
pour éliminer la possibilité de 7 tels sous groupes).
Soit H = Ng(M). Calculer |H|. Montrer que H n’est pas cyclique (compter les
éléments de G d’ordres 7, 3, 6 et regarder les 2-Sylow).
d) Soit 7 un générateur de P. Montrer que 1’application :

6:{0,1,...,6} — S—{P}

donnée par : i — (7)}(Q) est bijective.

On pose, de plus, §(c0) = P, de sorte que & est une bijection de F7 = P!(F;7) sur
S (cf. Exercice 2 b)).

Dans toute la suite, on identifie S et P!(F7) au moyen de cette bijection.

e) Montrer qu’alors, T est une homographie de P!(F;) dont on donnera une
matrice (cf. Exercice 2 c)).

f) Montrer que pour un choix convenable d’un générateur p de M, on a :
z(z) = 2z, pour z € F7, ii(00) = oo (on regardera u m p~1).
Montrer que &z est une homographie dont on précisera la matrice.

g) Soit 7 € H — M. Montrer qu’on a Tu7~! = u~!. En déduire que 7 est une
homographie de P!(F7) du type T(z) = a/z. Préciser a et une matrice de .

h) Montrer que , u,7 engendrent G. En déduire que ¢(G) est inclus dans
PGL(2,F7), puis que I'on a G =~ PSL(2, F7), (cf. Exercice 2, d)).







V. FORMES SESQUILINEAIRES,

généralités.

1. Définitions.

Soit k un corps commutatif et o un automorphisme de k. On utilisera la notation
exponentielle : o(\) = A%, en remarquant que ’on a alors la formule :

(AU‘)T — A‘I‘U‘.

Définition 1.1.
Soit E un k-espace vectoriel. On appelle forme o-sesquilinéaire sur E une
application f : E x E — k, qui vérifie :
1) pour y fixé, I'application x — f(z,y) est linéaire,
2) pour z fixé, I'application y — f(z,y) est c-semi-linéaire, i.e. additive et telle
que 'on ait :
VA €k, f(z, y) = A7 f(z,y).
Lorsque o = 1dg, on parle de forme bilinéaire.

Si E est de dimension n, muni d’une base e,,...,e,, la forme f est déterminée
par les n? nombres a;; = f(ei, ¢;). En effet, si A € M(n, k) désigne la matrice des
n n

aij, et si on pose z = E Tie;, Y= E yjejona:
i=1 =1

Flzy) =) ayziy].
Y

Si on convient d’appeler encore z et y les matrices colonnes des coefficients x;, y;,
on a donc écriture matricielle de f (!) :

flz,y) ="zAy°.

La matrice A s’appelle la matrice de f relativement 4 la base (e;).

(*) En identifiant le nombre X et la matrice dont 'unique terme est .
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Posons, pour y € E, f,(z) = f(z,y); f, est une forme linéaire sur E, donc un
élément de E*. La forme f définit donc une application semi-linéaire :

[:E — E*,
y— fyv
dont la donnée équivaut a celle de f et dont la matrice, dans les bases (e;) et (e})
(ot (e}) désigne la base duale de (e;)), n’est autre que A.

Définition 1.2.

On dit que f est non dégénérée si I'application f est injective. Lorsque E est
de dimension finie, il revient au méme de dire que f est bijective. La forme f est
non dégénérée si et seulement si Ker f est nul, avec

Kerf={y€ E|Vz € E, f(z,y) =0}.

Par abus de langage, le sous-espace Ker f s’appelle aussi le noyau de f et le rang
de f est, par définition, celui de f.

Attention, a priori, cette définition n’est pas symétrique en z et y (cf. §2).
En dimension finie, le critére d’injectivité par le déterminant est encore valable,
méme dans le cas semi-linéaire, et donc on a :

f non dégénérée <= Ker f =0 < dét A #£0.

Définition 1.3.
Avec les notations précédentes le déterminant de A est appelé un discriminant
de f.

On notera que si on fait un changement de base de matrice P, la nouvelle matrice
de f est A’ =tPAP° et qu'on a donc dét A’ = §6° dét A avec § = dét P, § # 0.
Le discriminant de f n’est donc défini qu’a un élément du type §6% prés. Un tel
élément s’appelle une norme. Lorsque ¢ = Idg, c’est simplement un carré.

2. Formes réflexives.
L’un des intéréts essentiels des formes sesquilinéaires est de permettre la définition
d’une relation d’orthogonalité sur E, notée z 1y, par la formule :
zly < f(z,y) =0.

Mais, bien siir, on attend de cette relation qu’elle soit symétrique, ce qui nous
conduit a la définition suivante :

Définition 2.1.
Soit f une forme sesquilinéaire sur E, f est dite réflexive (2) si on a, pour tous
z,ye E:

f(z,y) =0 < f(y,z) =0.

Les notions suivantes fournissent des exemples de formes réflexives.

La terminologie n’est peut-étre pas trés heureuse, mais elle est traditionnelle et,
de toute maniére, provisoire (cf. Théoréme 2.9).



Formes réflexives 119

Définition 2.2.
Soit f une forme bilinéaire (i.e. relative 4 ¢ =1dx), f est dite symétrique (resp.
antisymétrique) si pour tous z,y € E,on a :

f(z,y) = f(y,z), (resp. f(z,y) = —f(y,x)).

Une forme symétrique ou antisymétrique est évidemment réflexive.

Définition 2.3.

Si f est une forme bilinéaire symétrique, lapplication q : E — k définie par
g(z) = f(z,z), est appelée forme quadratique associée & f. Réciproquement, f
est la forme polaire de q, cf. 4.3.

Définition 2.4.
Soit f une forme o-sesquilinéaire, f est dite alternée si et seulement si on a, pour
tout = de E, f(z,z) =0.

Lemme 2.5.

Si f est alternée et f # 0, on a les propriétés suivantes :
1) o = 1dg,

2) f est antisymétrique.

Démonstration.

Pour z,y € E,ona: f(z+y,z+y) =0 = f(z,z) + f(z,y) + f(y,z) + f(y,7)
d’ou f(z,y) = —f(y,2).

Soient maintenant x,y € E tels que f(y,z) # 0 et soit A € k. On a f(Az,y) =
)‘f(xv y) = _)‘f(yv SL‘), mais aussi : f()\l', y) = _f(yv )\SL‘) = _)\af(y’ :L‘) donc A = X°
pour tout A € k, d’ot 0 =1d et f est antisymétrique.

Remarque 2.6. Réciproquement, si k n'est pas de caractéristique 2, f anti-
symétrique implique f alternée car on a f(z,z) = —f(z,z) =0.

En caractéristique 2, on notera que symétrique équivaut & antisymétrique.
Notons enfin un exemple avec ¢ # Id :

Définition 2.7.
Une forme o-sesquilinéaire, avec ¢ # 1d, est dite hermitienne si on a, pour tous

z,ye E:
f(yv :L‘) = f(xvy)a'

Remarques 2.8.

1) Pour f # 0, cette définition entraine que o est une involution i.e. 02 = Id.
En effet, on a f(z,y) = f(=z, y)"2 et tout élément de k peut s’écrire sous la forme
fz,y) (si f(u,v) =a#0, f(hu,v) = aX décrit k tout entier).

2) On définirait comme en 2.3, une forme quadratique hermitienne associée 4 f.

En fait, ces exemples décrivent & peu prés toutes les formes réflexives, précisément :

Théoréme 2.9.

On suppose E de dimension finie n, n > 2. Soit f une forme o-sesquilinéaire, non
dégénérée, réflexive. Alors :

1) o est une involution, 0% = Id,
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2) a) Si 0 =1dg, f est une forme bilinéaire symétrique ou antisymétrique,
b) Si o # Idy, il existe a € k* tel que af soit hermitienne.

Remarques 2.10.
1) En dimension 1, toute forme est réflexive.
2) Lorsque o # Idg, f n’est pas hermitienne en général : si E = C? avec pour ¢
la conjugaison et pour f la forme xz’ + y3/, Af n’est hermitienne que pour X réel.
3) Si f est dégénérée, le théoréme reste vrai, sauf si dim E = dimKer f + 1,
auquel cas f peut étre quelconque, en particulier ¢ n’est pas nécessairement
involutif dans ce cas.
Démonstration (de 2.9).
Soit x € E, z # 0. Posons :

H, ={y € E| fz(y) = f(y,x) = 0}.

Comme f; est une forme linéaire non nulle, H, est un hyperplan de E.
Comme f est réflexive on a les équivalences :

f(yvx) =0‘=*f($ay)=0<=>f($,y)°-l =0.

Posons g,(y) = f(a:,y)"—l, alors g, est linéaire. En effet, si A€ k,ona:

9:(009) = f,20)° " = (A% f(z,9)° = Aga().

Comme on a H, = Ker f, = Ker g,, les formes linéaires f, et g, sont proportion-
nelles : g, = a(x)fz, avec a(z) € k*.

Ceci vaut pour tout x de E (pour £ = 0 c’est trivial). On a donc deux applications,
7,3 : E — E* définies par f(z) = f., g(z) = 9., avec f o-semi-linaire et G,
o~ !-semi-linéaire. On pose alors, u = (f)~! 07, u est 0~ 2-semi-linéaire de E dans
E,etona, pourtout z € E:

u(z) = ()~ [e(2)f(2)] = a(z)" =
Mais on a alors le lemme suivant que ’on comparera a IV, 2.8 :

Lemme 2.11.

Soit u : E — E, une application 7-semi-linéaire, on suppose :

1)dim E > 2,

2)Vz € E, 3 € k tel que u(z) = Az,

alors u est une homothétie. En particulier, u est linéaire et on a T = 1d.

Démonstration. Soient z,y € E, non colinéaires.

On a u(zx) = Az, u(y) = py, u(z +y) = v(z+y) doh vz + vy = Az + py, et
puisque z et y sont indépendants, on en déduit A = pu = v.

Si z et y sont colindaires, on passe par I'intermédiaire d’un z non colinéaire (c’est
possible car on a dim E > 2).

Remarque 2.12. Attention, le résultat ne subsiste pas en dimension 1, si F = ke
I'application semi-linéaire définie par u(Ae) = A"e convient, quel que soit 7.
Revenons au théoréeme, comme u est non nul, on a donc prouvé :

a) 0-% =1d, donc 02 = Id, ¢ est bien une involution,

b) = Af, X € k*, c’est-a-dire : Vz,y € E, f(:v:,y)"—1 = Af(y,z), ou encore
f(z,y) = pf(y,x)° avec p = A?. Deux cas sont alors possibles :
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1) ¢ =1dg; f est bilinéaire.
Soient z,y tels que f(z,y) # 0, on a f(z,y) = puf(y,x) = pf(z,y), d'on 'on
déduit 2 = 1. Si p =1, f est symétrique, si 4 = —1, f est antisymétrique.

2) 02 =1dk, o # Ldg.
Alors, f n’est pas alternée (Lemme 2.5), donc, il existe zo € E tel que a = f(zo, z0)
soit non nul. On a a = pua® d’aprés ce qui précede.
Sionpose g =a ! f,ona: ag(z,y) = pag(y,z)° et donc g(z,y) = g(y,z)° pour
tous z, 7, de sorte que g est hermitienne.

Remarques 2.13.

1) Matriciellement, si A est une matrice de f, f est symétrique (resp. anti-
symétrique) sion a 0 =1d et YA = A (resp. *A = —A), f est hermitienne si ¢ # Id
et tA= A%,

2) Nous avons déja rencontré une involution, & savoir la conjugaison sur C. La
proposition suivante montre qu'en caractéristique différente de 2, les involutions
sont toutes de ce type. Il s’agit d’un cas trés particulier du calcul des extensions
cycliques (le célebre théoréme 90 de Hilbert, cf. [L} Ch. VIII §6).

Proposition 2.14.

Soit k un corps, o € Autk tel que 02 = 1d, ¢ # 1d. Alors, il existe un sous-corps
ko de k et un élément a € k tels que :

1) [k: ko) =2, k=kola] ={A+pa|A pnek}

2) si on suppose car (k) # 2, a vérifie une équation a®> = a, avec a € kg et o est
donné par o|x, =1d et o(a) = —a,

3) si on suppose car (k) = 2, a vérifie une équation a® +a + a =0, avec a € kg et
o est donné par o|x, =1d, o(a) =1+a.

Remarques 2.15.

1) On notera que o est alors 'unique automorphisme de k, distinct de Idg, qui
vérifie ok, = Idg,.

2) Lorsque k est le corps des nombres complexes et ¢ la conjugaison, on a
ko = R, et par exemple, a =i, a = —1.

Démonstration (de 2.14). Soit ko = {z € k|z° = z}, ko est un sous-corps de k,
distinct de k puisque o # Idg. Soit @ € k —ko. Il faut distinguer deux cas selon
que k est de caractéristique 2 ou non :

1) On suppose car (k) # 2. L’élément a — a” est anti-invariant (i.e. vérifie
(a—a°)° = —(a—a%)) et, quitte & remplacer a par a — a°, on peut donc supposer
a’ = —a. L’élément a = —aa’ est alors un invariant, donc on a o € ko et a? =a.
D’autre part si = est anti-invariant, z/a est invariant, donc £ = Aa, A € ko.

(- (-
Soit alors b € k, on écrit b = b+2b + b 2b et donc, puisque b + b° est
invariant et b — b° anti-invariant, on a b = A + pa avec A\, u € kg et on a donc
k = kola] = {\ + pa; A, p € ko} avec toutes les propriétés annoncées.

2) On suppose car (k) = 2. Quitte & remplacer a par

> on peut supposer

a’° =1+a. L’élérrll)ent o = aa® est dans kg et vérifie a2 + a + a = 0. Soit b € k,
bé¢ ko etc= P onac’ =1+c,dot(a+c) =1+a+1+c=a+c,

de sorte que a + ¢ est dans kg. Il en résulte que ¢, donc aussi b, appartiennent a
kola] = {A + pa | A, p € ko}.
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3. Sous-espaces orthogonaux et isotropes.

Dans tout ce paragraphe, E désigne un k-espace vectoriel et f une forme
sesquilinéaire sur E, non dégénérée et que nous supposerons soit symétrique,
soit hermitienne, soit alternée, donc (cf. § 2) réflexive. On peut donc adopter la
définition suivante :

Définition 3.1.

Soient z,y € E. On dit que z= et y sont orthogonaux (relativement & f) si
on a f(z,y) = 0. On écrit alors z1y. On dit que deux parties A, B de E sont
orthogonales, et on note A1 B, sion a:

Vz € A, Yy € B, zly.

Définition 3.2.
Soit A une partie de E. L’orthogonal de A est la partie AL :

Al ={zr e E|Va€ A, alz}.
C’est un sous-espace vectoriel de E.
Remarque 3.3. L’application A — AL est décroissante.

Proposition 3.4.
Si E est un espace vectoriel de dimension n et si V est un sous-espace de dimension
pdeE,onadimV:=n-p.

Démonstration.

Soit f : E — E*, définie comme au § 1. Soit ey, ..., e, une base de V, complétée
par ep41,...,€n €n une base de E et soit F =f(Vi)={g € E*|g|v = 0}.
Comme f est semi-linéaire bijective, il suffit de prouver qu'on a dim F = n — p.

n

Soit (e}), pour ¢ =1,...,n, la base duale de (e;) et soit u € E*,onau = Z)\ie’{
i=1

et u est dans F si et seulement si u(e;) = 0 pour i = 1,...,p, ce qui signifie que

les A;, pour i = 1,...,p, sont nuls, donc que ey ,,...,e;, est une base de F, d’ou
la conclusion.

Corollaire 3.5.

On suppose E de dimension finie. Soient V, W des sous-espaces de E, alors on a
les formules suivantes :

1) Vit =v,

2)(V+ W)t =vinwt,

) (VAW)t=vi+wi

Démonstration.

11 est clair que 'on a V € V14, d’oti 'égalité, pour une raison de dimension.
L’égalité 2) est évidente, sans I’hypothese de finitude sur E. L’égalité 3) résulte de
2) appliquée 3 V+ et W+ et de 1).

Remargue 3.6. Les égalités 1) et 3) ne subsistent plus si E est de dimension infinie,
cf. Exercices 2 et 3.
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Définition 3.7.
Soit z € E, z # 0. On dit que  est isotrope si et seulement si on a f(z,z) = 0.

Définition 3.8.

Un sous-espace V C E est dit isotrope (ou singulier) si on a VN V<L # {0},
c’est-a-dire s’il existe x € V, tel que pour tout y € V on ait f(z,y) =0.

Il revient au méme de dire que f|y est dégénérée.

Remarque 3.9. SiV = kzx, avec = # 0, z est isotrope si et seulement si V D'est.

Définition 3.10.
Soit V' un sous-espace de E. On dit que V est totalement isotrope si on a
V c V1, ou encore, si f, en restriction 3 V, est nulle.

Remarque 3.11.
Si dimE = n, on a vu en 3.4 qu'on a dimV+ = n — dimV et donc, si V est
totalement isotrope, on a dim V < n/2.

Définition 3.12.
On appelle indice de f l'entier v, maximum des dimensions des sous-espaces
totalement isotropes. Si dim E =n, on a donc v < n/2.

Remarques 3.13.

1) S’il existe un vecteur isotrope = € E, z # 0, le sous-espace kz est totalement
isotrope et donc l'indice v de la forme est > 1.

2) Si v =0, la forme f est dite anisotrope (ou définie). La relation f(z,z) =0
implique alors z = 0.

3) Si V est isotrope, V N V+ est totalement isotrope.

4) SiV est non isotrope, on a VNV+ = {0}. En particulier, si E est de dimension
finie, il est somme directe : E =V & V* et on écrit alors E=V L VL.

5) La définition de I'indice donnée ci-dessus est assez peu commode. Nous verrons
(cf. VIII, 4.5) qu’en fait, les sous-espaces totalement isotropes maximaux ont tous
méme la dimension (qui vaut donc v) ce qui fournit une meilleure définition de
I’indice.

4. Groupes unitaire, orthogonal, symplectique.

Définition 4.1.
Soit f une forme sesquilinéaire sur E, non dégénérée que nous supposons soit
hermitienne, soit symétrique, soit alternée.
On appelle isométries de E (relativement & f) les automorphismes u € GL(E)
qui vérifient :
Ve,y € E, f(u(),uly)) = f(z,y).
Les isométries forment un sous-groupe de GL(E) appelé :
1) U(f) si f est hermitienne : groupe unitaire,
2) O(f) si f est symétrique : groupe orthogonal,
3) Sp(f) si f est alternée : groupe symplectique.
Lorsque E est de dimension finie n sur k on note ces groupes U,(k, f),
On(k7 s Spn(ka f)

Remarque 4.2. La définition des isométries s’étend de maniére évidente dans les
deux cas suivants :
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1) si f est dégénérée,
2) si u: (E,f) — (E',f') est une application linéaire entre deux espaces
différents et/ou munis de deux formes différentes.

Proposition 4.3.

Si f est symétrique (resp. hermitienne) et si on a car (k) # 2, un élément u de
GL(FE) est une isométrie si et seulement si il conserve la forme quadratique (resp.
quadratique hermitienne) q attachée a f, i.e. sion a :

vz € E, g(u(z)) = f(u(z), u(z)) = q(z) = f(z,z).

Démonstration. L’un des sens est clair, I’autre résulte des formules :
1) pour f symétrique :

flz,y) = % la(z +y) — q(z) — q(¥)].

2) pour f hermitienne, avec les notations de 2.14 :
1 1
f@.y) = la(z +y) —a(z — )] = - lale + ay) — g(z ~ ay)].

Dans toute la suite, nous supposerons toujours car (k) # 2 dans I’étude
des formes symétriques ou hermitiennes.

On notera éventuellement U(g) ou O(q) le groupe des isométries, ¢ étant la forme
quadratique associée a f.

Remarques 4.4.

1) Si a € k*, f et af ont méme groupe d’isométries. Le théoréme 2.9 montre
donc que les groupes définis ci-dessus sont ceux de toutes les formes réflexives, au
moins en dimension finie.

2) Forme matricielle :

En dimension finie, si f a pour matrice A et u pour matrice U, u est une isométrie
si et seulement si on a tUAU’ = A.

3) Soit u € GL(E) et soit ey,..., e, une base de E. Alors u est une isométrie si

et seulement si on a pour tous i,j :

fules), u(e;)) = flei, €;)-

4) Si u est une homothétie de rapport A, v est une isométrie si et seulement si
on a A\° = 1. En particulier, les homothéties Id et —Id sont des isométries, et ce
sont les seules dans le cas ¢ = Id.

5) Si dim E = n, la relation matricielle donne :

(dét uw)(dét (u7)) = (dét u)(dét w)? = 1.

En particulier si ¢ = Id, on a détu = F1. Cela nous conduit & la définition
suivante :

Définition 4.5.

Le sous-groupe de U(f) (resp. O(f)) formé des isométries de déterminant 1 est
distingué€ et s’appelle groupe spécial unitaire (resp. orthogonal), ou encore groupe
unitaire (resp. orthogonal) positif.

I est noté SU(f) (resp. SO(f)) ou encore U*(f) (resp. O*(f)).
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Les éléments de O*(f) s’appellent des isométries positives, ou des rotations.
Ceux de O~ (f) (i.e. de déterminant —1) des isométries négatives, ou des re-
tournements (mais cette derniére terminologie n’est pas universellement admise).

Dans le cas symplectique, on démontre que tous les éléments u € Sp(f) sont de
déterminant 1 (cf. [D]).

Un exemple d’isométries : les symétries.

Dans la suite du §4 nous supposons f symétrique, soit ¢ la forme quadratique
associée et posons dim F = n.

Rappelons que si un élément u € GL(E) vérifie u? = Id, il existe deux sous-espaces
E*(u) et E~(u) (ou simplement E* et E~) qui vérifient :

)E=E*o®E-,
2) u|E+ = IdE+, u|E- = —IdE—.
Dans une base e,...,e, telle que ey,...,ep € E*, €pyy,...,e, € E~, u a donc

pour matrice :
1

-1
Sion awu? =1d et u # Id, on dit que u est une involution (ou encore une symeétrie).
Sidim E~ =1 (resp. 2) on dit que u est une réflexion (resp. un renversement).

Nous allons déterminer les symétries orthogonales, c’est-a-dire celles qui sont dans
O(q).

Proposition 4.6.

Soit w € GL(E) avec u? = Id, et soient E* et E~ les sous-espaces associés a u.
Alors, u est une isométrie si et seulement si E* et E~ sont orthogonaux.

On aalors E* = (E~)L, E- = (E*)%, de sorte que E+ et E~ sont non isotropes.
Réciproquement, si ' C E est un sous-espace non isotrope, il existe une et une
seule symétrie orthogonale u telle que F = E* (u).

Démonstration.

Supposons que u soit une isométrie. Soient z € E¥, y € E~. On a f(u(z),u(y)) =
f(z,—y) = —f(z,y) = f(z,y) =0, donc E* et E~ sont orthogonaux.

En sens inverse, si E* et E~ sont orthogonaux, soient z,y € E et soient
z=1'+2", y=y +y" leurs décompositions sur E* et E-. On a :

u(m) — .TI _.T”, u(y) — yl _ yll

et donc

flz,y) = £, 9) + f(2",y") = fu(z),u(y)),
de sorte que u est dans O(f).
Enfin, si F est non isotrope, on définit u par u|p = Idp, ulpr = —Idp1, u est une
isométrie involutive qui vérifie Et(u) = F.
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Remarques 4.7.

1) Si u est une réflexion orthogonale, u est déterminée soit par son hyperplan
H = E*(u), soit par sa droite D = E~(u). On la notera éventuellement v = 74
ou 7p ou encore 7, si £ € D, z # 0. Il y a donc bijection entre les réflexions
orthogonales, les hyperplans non isotropes et les droites non isotropes. Notons
enfin que si u est une réflexion u est dans O~ (g).

2) Si u est un renversement orthogonal, u est déterminé par son plan P = E~ (u).
Il y a bijection entre les renversements orthogonaux et les plans non isotropes. Si
u est un renversement, u est dans O*(q).

3) Si z est non isotrope, on a, pour y € E :

f(z,y)
flz,z)

(I1 suffit de vérifier la formule pour y = z et y1z).

Te(y) =y —2 z.

Proposition 4.8.

Soit F C E un sous-espace non isotrope et 7 la symétrie orthogonale par rapport a
F (c’est-a-dire vérifiant Et (1) = F). Soit u € O(q). Alors utpu~! est la symétrie
orthogonale par rapport 4 u(F), i.e. y(ry. De plus, on a E~(1y(ry) = u(E~ (1F)).

Démonstration.

Comme 77 est une involution, il en est de méme de urpu~!. On vérifie aussitét
la formule E* (urpu~!) = u(E*(7r)) et de méme pour E~, d’ou le résultat. On
notera qu’on a la un nouvel exemple du principe de conjugaison, cf. I 4.10

5. Les similitudes.

Définition 5.1.

Soit f une forme sesquilinéaire non dégénérée sur E, hermitienne, symétrique
ou alternée. Soit u € GL(F) et u € k*. On dit que u est une similitude de
multiplicateur p (relativement 4 f) sion a :

V,y € E, f(u(a:), u(y)) = pf(z, y)'

Le groupe des similitudes est noté GU(f), GO(f) ou GSp(f) dans les trois cas
habituels. Le multiplicateur p est bien déterminé par u et 'application qui & «
associe son multiplicateur est un homomorphisme de groupes a valeurs dans k*,
dont le noyau est le groupe des isométries de f, de sorte qu’'on a des suites exactes
du type :

1 —U(f) — GU(f) 5 &,
mais, attention, p n’est pas surjectif en général (cf. Exercice 2).

On peut aussi définir des semi-similitudes qui sont seulement semi-linéaires (cf.
[D] Ch.I§9).

Parmi les similitudes, il y a, outre les isométries, les homothéties. En effet,
I’homothétie de rapport A est une similitude de multiplicateur A\°. Attention,
cependant, en général, les isométries et les homothéties n’engendrent pas le groupe
des similitudes (cf. Exercice 3).
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Forme matricielle.

Si A est la matrice de f, U celle de u, l'application u est une similitude de
multiplicateur u si et seulement si on a ‘UAU? = pA. On se reportera au §7
et § 7 Exercice 2 pour des caractérisations géométriques des similitudes.

6. Bases orthogonales ; classification des formes sesquilinéaires.

Définition 6.1.
Soit f une forme sesquilinéaire réflexive (éventuellement dégénérée). Une base
e1,...,e, de E est dite orthogonale pour f sion a :

Vi,j, i#j = flei,e;)=0.
Dans une telle base, la matrice de f est diagonale :

mn
A= -0

Tn
avec v; = f(ei, €;).

Remarque 6.2. La forme f est non dégénérée si et seulement si tous les +y; sont
non nuls.

Théoréme d’existence 6.3.

On suppose car (k) # 2 et f symétrique ou hermitienne sur E de dimension finie.
Alors, il existe une base orthogonale pour f. Avec les notations de 6.1, on a alors
~; = 7§ pour tout 1.

Démonstration.

1) On se raméne au cas ou f est non dégénérée en prenant une base de
N = Ker f, puis un supplémentaire V de N (on a alors V L N).

2) On raisonne par récurrence sur n. Pour n = 1, le théoréme est clair. Comme
f n'est pas alternée (cf. 2.5), il existe e; non isotrope. Soit H = (ke;)t, de sorte
que 'on a E = ke, 1L H. Grace a '’hypotheése de récurrence, H posséde une base
orthogonale pour f, soit e,, ..., en. Alors, il est clair que ey,..., e, convient.

Les bases orthogonales vont nous permettre, dans certains cas, de classer les formes
sesquilinéaires.

Définition 6.4.
Soient f, f' deux formes sesquilinéaires sur E. On dit que f et f’ sont équivalentes
s’il existe u € GL(E) tel que 'on ait :

Vz,y € E, fl(xay) = f(u(a:),u(y)).

Si les matrices de f et f’ dans une base de E sont A et A’, il revient au méme de
dire qu'il existe une matrice P inversible telle que A’ =*PAP°.

On peut encore dire que dans une base ey, ...,en (resp. ej,...,el) f (resp. f') a
pour matrice A (resp. la méme matrice A). Nous noterons f ~ f’ lorsque f et f’
sont équivalentes.
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Remarques 6.5.

0) La définition 6.4 s’étend immédiatement au cas de deux formes sur des espaces
E, E’ différents.

1) Si f et f’' sont équivalentes, les groupes d’isométries correspondants sont
isomorphes. En effet, si f'(z,y) = f(u(z),u(y)),on a:

v € O(f') <= uwvu™! € O(¥),

donc O(f) et O(f’) sont conjugués dans GL(E).
2) En vertu de la remarque 4.4.1, on a donc le méme résultat si f ~ Af’ pour
AE K.

Le probléme de la classification des formes consiste 4 trouver les classes d’équivalence
pour la relation ~ et si possible a les caractériser par des invariants numériques.
Sur un corps quelconque c’est en général un probléme tres difficile (sauf dans le
cas alterné, cf. [D] Ch. I §8).
On a des conditions nécessaires d'équivalence sur f, f';si f ~ fon a:
1) rg (f) = rg (f') (égalité des rangs),
2) v(f) = v(f') (égalité des indices),
3) si o = Id et si on note 6(f) un discriminant de f, on a §(f) = 6(f’) dans
k*/k*2.
Mais ces conditions ne sont pas suffisantes en général (penser aux formes 2 + 32
et —z% — 32 sur R).
Nous allons résoudre entierement le probléeme de la classification dans les cas
suivants :
1) Pour f symétrique : k algébriquement clos, k =R, k =F,.
2) Pour f hermitienne : k = C, k fini.
On pourra consulter [S1] Ch. IV pour le cas £k = Q.

Théoréme 6.6.

1) On suppose k algébriquement clos et dimE = n. Alors, toutes les formes
quadratiques q non dégénérées sur E sont équivalentes. Dans une base convenable,
elles ont pour matrice I'identité et, si x € E s’écrit ¢ = (z,,...,z,) dans cette
base, on a q(z) = z? +... + z2. L’indice v de q vaut [n/2] (partie entiére).

2) On suppose k = R et dim E =n. Il y a n + 1 classes d’équivalence de formes
quadratiques non dégénérées sur E. Dans une base convenable, ¢ a pour matrice :

1
0
1
-1
0
-1
avec p signes + et (n — p) signes —, 0 < p < n. Autrement dit, si x = (z1,...,Z5)
dans cette base, on a :
14 n
oz) =) «I- Y
i=1 i=p+1

L’indice de q est alors v = inf (p,n — p).
3) On suppose k = C et dim E =n. Il y a n + 1 classes de formes hermitiennes



Bases orthogonales ; classification des formes sesquilinéaires 129

relatives 2 la conjugaison, non dégénérées. Leurs matrices sont les mémes qu’en 2)

de sorte que si z = (z1,...,2,) € E,on a:
4 n
q(z) = Zzﬁf— Z 2%,
i=1 i=p+1

Définition 6.7.
Avec les notations de 6.6.2 (dans le cas symétrique réel), le couple (p,n — p)
s’appelle la signature de q. Si p = n, la forme q est anisotrope et on a :

VieE, z#0 = q(z) >0,

q est dite définie positive, ou euclidienne, cf. Chapitre VI. Dans une base
convenable, g a alors pour matrice la matrice identité I,. Une telle base ey, .. ., en,
telle que q(e;) =1 et f(e;, e;) =0 pour i # j est dite orthonormée.

Démonstration (de 6.6).

n
1) Dans une base orthogonale ey, ..., eq, la forme g s’écrit, si z = Z e :
i=1

n
q(z) = Z a;z? avec a; #0.
i=1

Mais comme k est algébriquement clos, on peut écrire a; = aZ et si on pose
n

T = a;z;, onag(r) = Z z'%, donc ¢ a pour matrice I dans la base (a;lei)lgs,,.
i=1

Cette base est dite orthonormée. L’indice v est au plus [n/2] (cf. 3.11). D’autre
part, si e; . .. en est orthonormée, et si 7 est une racine de —1, ey +iez, e3+ieg,...
forment un systéme de [n/2] vecteurs isotropes indépendants, d’ou v = [n/2].

2) On a encore une base orthogonale ey, . .., e, avec, disons, a; = g(e;) > 0 pour
i=1,...,pet a; = q(e;) <Opouri=p+1,...,n. On pose a; = o pour i < p,
a; = —a? pour i > p.

Dans la base (o, ey,...,an ten), ¢ a la matrice annoncée.
Les n + 1 formes ainsi obtenues ne sont pas équivalentes. En effet, si on a une
forme q et deux bases ey, ..., éep; e'l,f..,eil avec :
gler) = ... = galep) = q(€) = ... = qlep) = 1,
glep+1) = ... =dqlen) = qlep ) = ... = gqle,) = —1,
nous allons montrer que et p et p’ sont égaux.
Soit F' (resp. G’) le sous-espace engendré par ey,..., €, (resp. €, ;,--,€,). Sur

F—{0}, on a g(z) > 0, sur G’ — {0}, g(z) < 0. Ceci montre que F NG’ est réduit
4 {0}, donc F & G’ est un sous-espace de E, d'ou p+n—p' <netdoncp<yp'.
On obtient de méme p’ < p en utilisant F’ et G, donc p =p'.

Il reste 1'assertion concernant l'indice. On voit aisément en utilisant les vecteurs

e1+ €pt1, €2+ €pi2,..., que 'on a v > inf (p,n — p). L’égalité sera prouvée au
chapitre VIII, 3.7.

Théoréme 6.8.
Soit k = Fg4 un corps fini de caractéristique différente de 2 et E un k-espace de
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dimension n. Soit a € F}, a ¢ F3?, cf. I11 2.10. Il y a deux classes d’équivalences
de formes quadratiques non dégénérées sur E, de matrices :

1 0 1 0
Q= ' . ou Q2=
0 1 0 a
Une forme @ est de I’'un ou autre type suivant que son discriminant §(Q) est, ou

non, un carré de Fy. ,

Remarque 6.9. En dimension impaire on a Q2 ~ aQ) (car les discriminants de
ces formes valent tous deux a & un carré prés), de sorte qu’il y a un seul groupe
orthogonal 4 isomorphisme prés. En revanche, en dimension paire, les deux groupes
orthogonaux ne sont pas isomorphes, cf. ci-dessous Exercice 6, ainsi que VIII, 6.5.2
et VIII, 9.2.

Démonstration (de 6.8). On prouve d’abord le lemme suivant :

Lemme 6.10.
L’équation en z,y, az? +by? =1, avec a,b € Fy, a des solutions dans F,,.

qg+1

Démonstration (de6.10). Onsait qu’ily a carrés dans F; (cf. III, 2.10), donc,
2

— 1
1-by prendq-;

prend nécessairement une valeur qui est un carré puisqu’on a

quand y décrit Fg, la quantité

valeurs, donc cette quantité

qg+1 q+1
2+2>q.

Revenant 3 6.8, on va déduire du lemme que, pour n > 2, toute forme quadratique
Q@ sur F a une matrice du type annoncé. On procéde par récurrence.

Dans le cas n = 2, on choisit une base orthogonale pour @ dans laquelle on a
Q(z,y) = az® + by>. Par le lemme, on a un vecteur e; = (z,y) tel que Q(e1) = 1.
Soit ez un vecteur orthogonal & e;. Si on a Q(ez) = A% € F;z, on remplace e; par

%62. Si Q(ez) n’est pas un carré, comme F;z est d’indice 2 dans Fy, (cf. ITI, 2.10),

1
on a Q(ez) = X et on remplace e; par Sez

Pour n > 2, on prend une base orthogonale ey, . . ., e,. Le lemme montre qu’il existe
un vecteur €; du plan <e;,e;> avec Q(¢,) = 1. On applique alors ’hypothése de
récurrence 3 'hyperplan H = <e;>1 et on obtient la matrice voulue.

Comme a n’est pas un carré, les deux formes précédentes ne sont pas équivalentes
car leurs discriminants ne sont pas égaux modulo F;z et donc il y a bien deux
classes d’équivalences de formes sur F,,.

Pour le calcul de 'indice, voir Exercice 6.

Théoreme 6.11.

Soit k un corps fini, avec car (k) # 2.

1) S’il existe une involution ¢ de k, non triviale, le cardinal de k est un carré, soit
¢*,etonak="Fp.

2) Réciproquement il y a une unique involution ¢ non triviale de F ;z, donnée par
o(z) = x9, et le corps des invariants de o est égal 4 F,.

3) Dans ce cas, si E est un k-espace de dimension n, il y a une seule classe de
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formes hermitiennes relatives 3 o sur E. Une telle forme admet dans une base
convenable la matrice identité.

Démonstration.

1) Notons d’abord que si & est fini, muni d’une involution &, on a un sous-corps
ko de k avec [k : ko] = 2 (cf. 2.14). Si on pose kg = F,, on a donc k = Fg.
De plus o est alors 'unique automorphisme de k laissant invariant ko et distinct
de l'identité (cf. 2.14) et comme Fg n’a qu’un sous-corps de cardinal g, il a une
unique involution non triviale. Cette involution n’est autre que ’automorphisme
de Frobenius o : Fyz — Fg2 défini par o(z) = 29 (cf. III, 2.4 g est une puissance
de la caractéristique). On vérifie bien, en effet :

1) o(z) =z siz € Fy,

2) 02(z) = z7 = z pour tout T € Fg,

3) 0 #1d (car z7 — z a au plus ¢ racines dans F2).

Considérons alors I'application N : Fy, — F; donnée par N(z) = zo(z) = z7*!.
(On a bien N(z) € F; car ro(r) est invariant par ). Alors, N est surjective.
En effet, N est un homomorphisme de groupes de noyau :

KerN = {z € F}, |z%"! =1}.

Or, 'équation z9*! = 1 a au plus ¢ + 1 racines, donc on a |Ker N| < ¢+ 1 et donc

21
ImN| > 2_*_1 = ¢ —1 ce qui prouve Im N = F.
Soit alors f une forme hermitienne sur E, e;,...,e, une base orthogonale,

¥ = f(ei, ), avec y; € Fy, doncy; = N(X;), A; € F;.. Alors, sion pose &; = 36
i
/\’y; — = 1 et donc (¢;) est une base orthonormée pour f, ce qui
U

achéve la démonstration.

on a f(e;,&;) =

7. Caractérisation des similitudes.

Proposition 7.1.

Soit E un k-espace vectoriel de dimension n, muni d’une forme quadratique q non
dégénérée. Soit u € GL(E). Alors, u est une similitude si et seulement si u conserve
Porthogonalité :

u € GO(q) <= (Vz,y € E, zly = u(zr)Llu(y)).

Démonstration.

Le sens = est trivial. Réciproquement, soit ¢, . . ., e,, une base orthogonale pour
g. On pose €; = u(e;), de sorte que (¢;) est aussi une base orthogonale. Comme
on a g(e;) # 0 et g(e;) # 0 puisque ¢ est non dégénérée, on a q(e;) = pig(e;) avec
ui € k, et il suffit de prouver que les p; sont tous égaux. Considérons le vecteur

e; + ej, qui est orthogonal & e; + Aej, lorsque A = —Z—E:L). Alors, par hypothése,
J
gles) _

€; +¢; est orthogonal & ¢; + Ae; et on en déduit A = ~ = A=—, donc p; = ;.

qle;)
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Remarque 7.2. Lorsque l'indice v de ¢ est > 1, on a une autre caractérisation
des similitudes. Si u € GL(E), u est une similitude si et seulement si u conserve
Pisotropie :

u € GO(q) <= (Va: €E, q(z)=0 = q(u(a:))) =0,

(cf. Exercice 2).



EXERCICES SUR LE CHAPITRE V

1. Définitions.

1) Montrer que le seul automorphisme du corps R est I'identité.

2) Déterminer les automorphismes du corps F, (cf. Chapitre III §2 Exercice 5).

3) Déterminer les automorphismes du corps Q(v/d), avec d € Q*.

4) Montrer qu’il existe des automorphismes du corps C autres que l'identité et
la conjugaison (difficile : cf. Chapitre III §1 Exercice 3.f ou [L] Ch. X §1 et Ch.
VII §2 Th.2). En déduire qu’il existe d’autres involutions que la conjugaison, donc
des sous-corps K C Cavec K #R et [C: K] = 2.

5) Généraliser aux applications semi-linéaires les techniques de calcul du rang
au moyen des déterminants.

6) Soit k un corps et & € Aut k. Montrer que l'application N : k* — k* définie
par N(z) = zz° est un homomorphisme de groupes (appelé norme).
Déterminer I'image de N (le groupe des normes) lorsque k = C et lorsque o est la
conjugaison. Déterminer C*/N(C*).

7) Soit d € Z un entier sans facteur carré, i.e. tel que d = ep;...p, avec
€ = F1 et les p; premiers distincts. Soit ¢ ’automorphisme de Q(\/E) défini par
o(Vd) = —Vd.

Déterminer le groupe des normes relatif 4 o (cf. Exercice 6). Montrer que ce groupe
est strictement inclus dans Q* (on admettra que si un nombre d € Z n’est pas un
carré de Z, il existe un nombre premier p tel que d ¢ F}?).
Préciser ce groupe dans le cas d = —1 (cf. Chapitre II §4).
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2. Formes réflexives.

1) Déterminer toutes les formes réflexives dégénérées sur E, lorsque 'on a

dim E = dim Ker f + 1.

3. Sous-espaces orthogonaux et isotropes.

1) Soit E = I? 'ensemble des suites u = (un)neN, de nombres réels, de carré
sommable, i.e. telles que la série |uy,|? soit convergente : Z [ua]? < 400.

neN
a) Montrer que E est un R-espace vectoriel.

b) Soient u = (Un)neN,; ¥ = (Un)nen des éléments de E. Montrer que la série
de terme général |unv,| est convergente.
c) Pour u,v € E, on pose (u|v) = E UnVp.
neN
Montrer que (u |v) est une forme bilinéaire symétrique sur E, définie positive.

d) Pour u € E, on pose ||u|| = v/(u|u). Montrer que u > ||u|| est une norme
sur E.

e) Montrer que E est complet pour cette norme (donc que E est un espace
de Hilbert).

f) Soit e; ’élément de E défini par : (e;)n =0sii # n et (e;); = 1.
Montrer qu’on a, dans ’espace de Hilbert E, 1'égalité :

u= (un)nGN = Z Unén.
neN
Montrer que les e; sont deux 4 deux orthogonaux.

2) On reprend les notations de 1).
Soit F' le sous-espace vectoriel de E engendré par les e;, de sorte que F est
I’ensemble des suites qui n’ont qu’un nombre fini de termes non nuls.
a) Montrer que F' est strictement inclus dans E.
b) En déduire que F est strictement inclus dans F1t.

3) On reprend les notations de 1) et 2).
1

Soit u la suite définie par u, = nTl
a) Montrer que u est élément de E.
b) Soit G le sous-espace Ru. Montrer que FX + G est strictement inclus

dans (F N G)* .

4) On reprend les notations de 1).
Soit z € E et f; € E* la forme linéaire définie par f;(y) = (z|y).
a) Montrer que f, est continue sur ’espace normé E.
b) Soit f : E — E* I'application définie par f(z) = f,. Montrer que f est
injective, mais non bijective (construire une forme g € E* non continue).
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5) On reprend les notations de 1) et 2).
Montrer que l’ona FNFL = {0}, mais que E n’est pas somme directe de F et de
son orthogonal F'*.

6) Déterminer les vecteurs isotropes et les sous-espaces totalement isotropes pour
les formes suivantes :

k=R; g=22+1? 22—1?, 2zy, 22+ 92 —22, 22 +y2 422 —12, 22 492 — 2212,
k=C; g=1%+42, 22+ 9% + 22

k=F,; Q=1z%+y2, 22— 4>

4. Groupes unitaire, orthogonal, symplectique.

1) Déterminer les groupes unitaires, orthogonaux, symplectiques lorsque I’espace
E est de dimension 1.

2) Déterminer les dilatations qui sont unitaires (resp. orthogonales, resp. sym-
plectiques).

3) Soit E un k-espace vectoriel de dimension n > 2 et ¢ une forme non dégénérée

sur E, hermitienne, symétrique ou alternée.
Soit 7 une transvection de E, que 'on écrit sous la forme : 7(z) = 2 + f(z)a, avec
a€E, a#0, fEE* f#0et f(a) =0. On suppose que T est une isométrie
relativement a .

a) Montrer que a est isotrope.

b) Montrer qu’il existe A € k* tel que 'on ait : Vz € E, f(z) = Ap(z,a).
Préciser ’hyperplan de 7.

¢) Si ¢ est o-hermitienne, avec ¢ # id, montrer qu’on a A + A% = 0.

d) Montrer qu’il existe toujours des transvections symplectiques, jamais de
transvections orthogonales (si car (k) # 2), et des transvections unitaires si et
seulement si ’indice v est > 1.

4) On suppose car (k) # 2. Déterminer les involutions des groupes unitaires et
symplectiques. Préciser le cas des réflexions.
Montrer que si k est de caractéristique 2 le groupe symplectique posséde des
involutions (cf. Exercice 3).

5) Une caractérisation des isométries.
Soit ¢ une forme quadratique non dégénérée sur E et soit v : E — E une
application (que ’on ne suppose pas linéaire) qui vérifie :
i) u(0) =0,
ii) Vz,y € B, q(u(z) —u(y)) = q(z —y)
(si par exemple g est euclidienne on a donc, en termes de normes, ||u(z) —u(y)|| =
llz —yll)-

Montrer que’on a u € O(g), donc que u est linéaire (utiliser une base orthogonale).
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6) Une autre caractérisation des isométries.
Soit g une forme quadratique sur E, et pour a € k*, soit S, = {z € E|q(z) = o}
(la “sphére” dont le “carré du rayon” est a). Soit a € k*, on suppose S, # 0 et
on se propose d’étudier ’équivalence, pour v € GL(E) :

(*) u € O(g) <= u(S,) = Sa-

a) Montrer que, quitte & remplacer ¢ par a~ g, on peut se ramener au cas
a = 1. On posera S = S;. Montrer que (*) est vraie si E est de dimension 1.

b) On suppose dim E = 2 et ¢ dégénérée. Soit w un vecteur non nul du noyau
de q et soit v € S. Déterminer les vecteurs Av + pw, avec (A, u € k), qui sont dans
S. En déduire que (*) est vraie dans ce cas.

c¢) On suppose dim E = 2, g non dégénérée et |k| > 5.

Soit (v, w) une base orthogonale de E avec v € S et g(w) = a € k*. Déterminer les
vecteurs Av + pw de S (on pourra, par exemple, couper la conique A% + ap? =1
par une droite variable issue de v).

En déduire que () est vraie dans ce cas.

d) Montrer que () est vraie aussi pour k = F5 et dim E = 2.

e) Lorsque 'on a k = F3 et dim E = 2, montrer que (*) est vraie si ¢ ~ z2+y2,
fausse si ¢ ~ 2 — 2.

f) Montrer que (*) est vraie si k = Fz et n =3.

g) Déduire ce qui précéde que (*) est vraie si g est non dégénérée, sauf dans
lecasn =2,k =F3, g~ 2% —¢°.

7) Soit ¢ une forme quadratique sur un corps de caractéristique différente de 2.
Montrer qu’on a un isomorphisme :

O(q) ~ 0% (q) x{1,-1}

(utiliser les symétries).

5. Les similitudes.

1) Soit u une similitude de multiplicateur y, relative & f forme o-sesquilinéaire
non dégénérée, sur £ de dimension n.
Montrer que l’on a p™ = (dét u)(dét u).

2) Soit g une forme quadratique non dégénérée sur E.
Montrer que l'on a x(GO(q)) = {X € k*|g ~ Ag} et que ce groupe contient k*2
(mais ne lui est pas nécessairement égal, cf. Exercice 3).

3) Soit ¢ une forme quadratique non dégénérée sur un espace vectoriel réel E.
a) Montrer que I'on a ,u(GO(q)) = R** sauf si n = 2p et si q est de signature
(p,p) (cf. Exercice 2). Montrer que dans ce dernier cas, on a u(GO(g)) = R*.
b) Montrer que l'on a GO(g) = R*O(g) (i-e. que les isométries et les
homothéties engendrent le groupe des similitudes) si et seulement si on a 1’égalité
#(GO(g)) = R**. Conclure.



Bases orthogonales ; classification des formes sesquilinéaires 137

6. Bases orthogonales ; classification des formes sesquilinéaires.

1) Soit E un espace de Hilbert réel de dimension infinie (par exemple E = I2, cf.
§ 3 Exercice 1). On rappelle qu’un tel espace n’est jamais de dimension (algébrique)
dénombrable (cf. par exemple [FAM] Ch. V §9 Exercice 2).

On fait sur F I’hypothése suivante :
(H) il existe une base orthogonale algébrique (e;)ic; de E, c’est-a-dire une famille
de vecteurs qui vérifie :

1) Vi,jel, i#j = ejlej,

2)VzeE, z= Z z;e; ol les z; sont des réels nuls sauf un nombre fini.

iel

Soit J C I une partie cfénombra.ble de I et V le sous-espace engendré par les e;,
pour i € J.

a) Montrer que, si V est 'adhérence de V, on a V' = VL. En déduire que
les e;, pour i € I — J, sont dans V.

_b) Montrer que I'on a Vnvt= {0} et en déduire que (e;);cs est une base
de V.
c) Montrer que V est un espace de Hilbert de dimension dénombrable, et en
déduire que '’hypotheése (H) est absurde.

2) Soit f une forme alternée sur le k-espace vectoriel E de dimension n.

a) On suppose n = 2 et f non dégénérée. Montrer qu’il existe une base e;, e;
de E telle que f(ey,e1) = f(e2,e2) = 0, f(er,e2) = 1. Une telle base est dite
symplectique.

b) Montrer que si n est impair, f est dégénérée (utiliser a) et raisonner par
récurrence).

c) Si on a dimE = 2m et f non dégénérée, montrer qu’il existe une base
symplectique pour f , i.e. une base e;,€1,...,em,Em de E, telle que, si on pose
P; =<e;,¢;>, on ait P; L P; pour i # j et que (e;, ;) soit une base symplectique
de P-,'.

d) En déduire que toutes les formes alternées de rang 2m sur k sont
équivalentes.

e) Montrer que l'on a Sp(2,k) = SL(2, k).

3) On considére des nombres premiers pi,...,Pn; Q1,.--,qn €t les formes
quadratiques p122 + - -- + ppx2 et 123 + -+ - + gnzl.
A quelle condition ces formes sont-elles équivalentes sur Q ?

4) On considére la forme quadratique sur R™ définie par :
g(z1,...,Zn) = inxj-
i#j
Déterminer la signature de ¢ (on pourra diagonaliser la matrice A de ¢ dans une

base orthonormée et noter que cette opération constitue a la fois une réduction de
’endomorphisme associé & A et de la forme g).
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5) Donner la liste des groupes orthogonaux réels, a isomorphisme pres, pour
n < 4.

6) Soit p un nombre premier et soit ¢ = p®, pour & € N*. Soit m € N*. On
consideére la forme quadratique Qg sur Fgm définie par :

m
QO(xlayla---,xmaym) = fo _yf
t=1

a) Montrer que I'indice v(Qy) est égal & m.

b) Montrer que toute forme de rang 2m + 1 sur F, est équivalente soit &
Qo + xfn_,_l, soit & Qo + axfn_,_l, avec a ¢ F;z.
En déduire que toute forme de rang 2m + 1 est d’indice m.

c) Montrer que toute forme Q) de rang 2m sur F, est équivalente & Qo, ou &
la forme @), définie par :

m-—1
Qi(z1,--- Um) = Z xf —y? +:l:fn — ayfn, avec a ¢ F;z.

i=1
En déduire que l’indice de Q est au moins m—1 et qu’il vaut m si Q est équivalente
a Qo ou, ce qui revient au méme, si (—1)™8(Q) est dans F;z (ou 6(Q) désigne le
discriminant de Q).

d) En utilisant le lemme de plongement d’un sous-espace totalement isotrope

dans un hyperbolique (cf. VIII, 3.5), montrer que si Q est équivalente a4 ¢4, on a
v(Q)=m-—1.

7) a) Soit E un k-espace vectoriel de dimension n et soient ¢,q' deux formes
quadratiques non dégénérées définies sur E. Soit e;,---,en, une base de E,
orthogonale & la fois pour g et ¢’. On pose a; = g(e;) et a} = ¢'(e;). On suppose

. Q4 , L,
que, pour tout 2, a—: est un carré de k. Montrer que g et ¢’ sont équivalentes.

b) Déduire deta.) que si deux formes quadratiques ont respectivement pour
matrices A et A~! dans une méme base elles sont équivalentes.
¢) Déduire de a) que les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) le groupe k*/k*2 est fini,
ii) il n’y a qu’un nombre fini de classes d’équivalences de formes quadra-
tiques de rang fixé sur k.

7. Caractérisation des similitudes.

1) Soit E un k-espace vectoriel de dimension n et soient q,q' deux formes
quadratiques sur E, non dégénérées. On désigne par C(q) (resp. C(q')) le céne
isotrope de ¢ (resp. ¢') :

C(g) = {z € E|q(z) = 0}.

On suppose C(g) = C(q') et C(g) # {0} et on se propose de montrer que l’on a
¢ = Aq pour un certain A € k*.
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a) Soit z9 € C(g), zo # 0. En considérant, parmi les vecteurs az¢ + z, pour
(a € k et x € E), ceux qui sont dans C(g), montrer que ’hyperplan H orthogonal
a zo est le méme pour g et ¢'.

b) Montrer qu'il existe A € k* tel que, si z € H, on a ¢'(z) = Ag(z).

c¢) Montrer que, pour 2 ¢ H et y € H, on a ¢'(z,y) = Ap(z,y). Conclure.

d) Soit V(g) 'image de C(g) — {0} dans I’espace projectif P(E) (V(g) est la
quadrique projective associée a q). Montrer que si V(g) est non vide V(g) détermine
g a un scalaire pres.

2) On reprend les notations de 1) en supposant toujours C(g) # {0}. Soit
u € GL(E). Montrer que 'on a :

u € GO(g) <= u(C(q)) = C(q)-

3) Montrer que le normalisateur de O(g) dans GL(E) est GO(gq) (on pourra
considérer les réflexions 7, pour z € E, z non isotrope et utiliser 2) et/ou 7.1).







VI. LE GROUPE ORTHOGONAL

EUCLIDIEN

1. Notations et rappels.

Soient E un espace vectoriel réel, de dimension finie n, ¢ une forme quadratique
sur E et f sa forme polaire.

Dans tout ce chapitre nous supposerons g définie positive (ou euclidienne),
c’est-a-dire telle que :

VeeE, z#0 = g(z) > 0.

En particulier, la forme g est non dégénérée et anisotrope.

Le couple (E, q) s’appelle un espace euclidlen. On pose f(zr,y) = (z|y), c’est
le produit scalaire de z et y et ||z]| = /(z|z)- L’application z + ||z|| est une
normesur E.

On a vu (cf. V, 6.7) qu'il existe pour g des bases orthonormées e,,...,e,,
c’est-a-dire telles que 'on ait :

(1) Vi=1,...,n, gq(e;)=1,

(2) V’i,jE{l,...,n}, 1#] = (eilej)=0.

Le groupe O(q) opére simplement transitivement sur l'ensemble des bases or-
thonormées de E : si e;,...,e, et €},...,e, sont deux telles bases, il existe
u € O(g), unique, tel que u(e;) = € pour tout i (cf. V, 4.4.3).

Dans une base orthonormée, g a pour matrice I (matrice identité) et on a,

n n
siz= _S_ zie;, q(z)= _s_ 2.
i=1 i=1

Le groupe O(g) est isomorphe au groupe des matrices orthogonales :
O(n,R) = {A € M(n,R) |*AA = I},
le sous-groupe O%(g) étant isomorphe 3 O*(n,R) = {A € O(n,R)|dét A = 1}.
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De méme le groupe GO(g) est isomorphe au groupe GO(n,R) :
GO(n,R)={Ae€ M(n,R)|Iu e R*, 'AA=ul}.

Notons que dans le cas euclidien, toute similitude est produit d’une isométrie et
d’une homothétie. En effet, si i est le multiplicateur de u € GO(g), on a :

(u(z)|u(z)) = u(z|z), pour tout z € E,

donc ¢ > 0 et donc, si on pose A = /i, on a u = hyv ou v € O(g) et hy(z) = Az
(cf. Chapitre V §5 Exercice 3).

Signalons enfin deux propriétés remarquables des espaces euclidiens :
1) il n’y a ni vecteurs, ni sous-espaces isotropes dans E,
2) si F est un sous-espace de E, g|r est euclidienne.

2. Générateurs et centres de O(q) et O*(g).

Au Chapitre V §4, nous avons mis en évidence des éléments particuliers de O(q) et
0O (q), les symétries orthogonales, en particulier les réflexions et les renversements.
Leur manipulation est ici grandement facilitée par 1’absence d’éléments isotropes
dans E. On les utilise d’abord pour le calcul des centres de O(g) et O*(q).

Théoréme 2.1.

1) Le centre de O(q) est Z = {1d,—1d}. En particulier, pour n > 2, O(q) n’est pas
commutatif.

2) Pour n > 3, le centre de O*(q) est Z N O*(q), c’est-a-dire {Id} si n est impair,
{Id, —1d} si n est pair.

Démonstration.

1) 1 est clair que l'on a {Id,—Id} C Z. Réciproquement, soit u € Z et 7p
une réflexion de droite D. On a urpu~! = 7p puisque u est central, mais aussi
urpu™! = 1 py (cf. V, 4.8), de sorte qu'on a u(D) = D. Autrement dit, u laisse
invariantes toutes les droites de E, donc est une homothétie (cf. IV, 2.8) donc
u = FId (pour voir que FId est une isométrie, cf. V, 4.4.4).

Pour n > 2, on a O(q) # {Id, —Id} (il y a par exemple les réflexions orthogonales)
donc O(g) n’est pas commutatif.
Pour n =1, O(g) est réduit a {Id, —Id}.

2) Remarquons que —Id est dans O*(g) si et seulement si n est pair. Si u est

dans le centre de O*(g) et si 7p est un renversement de plan P, on a,

urpu ! =71p = Tu(P) (loc. cit.) donc u(P) = P,

pour tout plan P. Mais comme on a supposé n > 3, toute droite est intersection
de deux plans, donc u laisse aussi invariantes toutes les droites de E et u est une
homothétie.

Remarques 2.2.

1) Nous verrons que, pour n = 2, O*(q) est commutatif.

2) Les résultats de ce théoréme sont encore valables pour une forme quadratique
quelconque, mais il faut prendre garde & ne considérer les réflexions 7p que lorsque
D est non isotrope (cf. Chapitre VIII).

3) On a un isomorphisme O(g) ~ O*(g) x {1,—1} (grace aux réflexions) et
méme, si n est impair, O(g) ~ O*(g) x {1,—1} (grace a —Id).



Générateurs et centres de O(g) et O*(q) 143

Définition 2.3.

Le groupe projectif orthogonal est le groupe PO(q) = O(q)/{1d,—Id}. De
méme, on pose PO*(q) = O%(q)/(Z N O*(q)) et on a les groupes matriciels
correspondants PO(n,R) et PO*(n,R).

Théoréme 2.4.
Le groupe O(g) est engendré par les réflexions orthogonales. Plus précisément, si
u est dans O(q), u est produit d’au plus n réflexions.

Démonstration. Soit u € O(q) et F,, = {z € E|u(z) = =} I'espace des points fixes
de u. Posons p,, = n —dim F,,. Nous allons prouver que u est produit d’au plus p,,
réflexions (on convient que Id est produit de zéro réflexion).

On raisonne par récurrence sur p,,, le cas p, = 0 correspond & » = Id.

Supposons p, > 0, soit x € F-, z # 0, et soit ¥y = u(z). On a y #  (car z n’est
pas dans F,) et y € F;l car F,, donc aussi Fl, est stable par u. De plus, comme
on a ||z|| = ||y]|, on en déduit (z — y |z + y) = 0 de sorte que z — y est orthogonal
ar+y.

Soit alors 7 la réflexion définie par le vecteur =z — y.

Onat(z—y)=y—zet 7(z+y) =z +y, donc 7(y) = z. De plus, comme z — y
est dans F-, on a 7|r, = Id. On a donc l'inclusion Fy, O F, et, comme z est
dans F,, et pas dans F,, on a p,, < py . Par hypothése de récurrence, on peut
écrire Tu = 71 ... T, ou les 7; sont des réflexions et r < p,,, mais alors on a aussi
u=717...T, et r +1 < p,, cqfd.

Remargues 2.5.

1) En fait p, est aussi le nombre minimal de réflexions nécessaires pour écrire
u, cf. Exercice 2.

2) Le théoréme est encore vrai pour une forme quelconque, mais nettement plus
délicat lorsqu’il y a des vecteurs isotropes (cf. Chapitre VIII).

3) Si T est une réflexion, on a détT = —1 et donc, si u est dans O*(q), u est
produit d’un nombre pair de réflexions.

Théoréme 2.6.
Pour n > 3, O*(q) est engendré par les renversements ; précisément, tout élément
u € O*(q) est produit d’au plus n renversements.

Démonstration.

1) Supposons n = 3. On a, si u # Id, u = 7,72 oll 71, T sont des réflexions (cf.
2.4 et 2.5.3). Mais, comme on a n = 3, —7; = 0; est un renversement (comme on
le voit aussitét sur les matrices) et on a u = ,0;.

2) Pour n quelconque > 3, soit u € O%(g), onau =7 ...7y, avec 2p < n, les
7; étant des réflexions. Il suffit donc de prouver le lemme suivant :

Lemme 2.7.

Soit n > 3 et soient T, T, des réflexions, il existe des renversements o,, 03 tels que
T17T2 = 0102.

Démonstration (de 2.7). Posons u = 77;. Soient H,, H; les hyperplans de 71,72
et soit V un sous-espace de dimension n — 3 de H; N Hz (n’oublions pas qu'on a
n > 3). On a uly = Id et donc (V1) C V1. D’aprés le cas 1) on a ulyL = 010,
ol o; est un renversement de V1, et on obtient le résultat en prolongeant les o;
par l'identité sur V.,
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3. Conjugaison et commutateurs.

On étudie la conjugaison des générateurs précédents dans O(q) et O™ (g).
On commence par étudier la transitivité de l'opération de O(g) sur les sous-
espaces :

Lemme 3.1.
Soient V;, V, deux sous-espaces de E de méme dimension. Alors il existe u € O*(q)
tel que u(V1) = Va.

Démonstration. Soit ey, ...,ep (resp. €1,...,€p) une base orthonormée de V; (resp.
de V3) que ’on compléte par une base orthonormée e,.,1,. .., en (resp. €pt1,...,€n)
de Vi* (resp. Vit). Alors siu € GL(E) est défini par u(e;) = &; pouri =1,...,n,0n
au(V}) = V; et u, qui transforme une base orthonormée en une base orthonormée,
est une isométrie (cf. V, 4.4.3).

De plus, quitte & remplacer €; par —e;, on peut supposer u € O*(q).

Remarque 8.2. Ce résultat ne subsiste absolument plus pour une forme quadra-
tique quelconque (cf. Chapitre VIII, Th. de Witt). Par exemple si E = R% et si g
est la forme hyperbolique définie par g(z,y) = z° — y2, le groupe O(g) n’est plus
transitif sur les droites (il faut distinguer selon que 'ona ¢ >0, ¢ < 0,0ug=10
sur D).

De plus, il ne faut pas croire que la situation est plus simple lorsque g est anisotrope
sur un corps autre que R. On s’en convaincra en étudiant le cas de la forme z2+y?
sur Q (regarder, par exemple, les droites y = 0 et y = z) (cf. Exercice 1).

Proposition 3.3.

Soient sy, sz deux symétries orthogonales de méme nature (i.e. telles que I'on ait
dimV; = dim V3, avec Vi = E*(s)1) et Vo = E+(s2), cf. V, 4.6).

Alors, s; et sy sont conjuguées « par O%(q) » (i.e. il existe u € O*(q) tel que
us u~! = s;).

Démonstration. On prend u € O (g) tel que u(Vy) = V5 gréce & 3.1 et on conclut
par V, 4.8.

Proposition 3.4.
1) Pour n > 2, on a D(O(g)) = O*(g).
2) Pour n > 3, on a D(O*(g)) = O™ (q).

Démonstration.

1) 11 est clair que 'on a D(O(q)) € O%*(q) car, pour un commutateur, on
a dét (uwu—lv~!) = 1. Réciproquement si 71,7, sont deux réflexions, il existe
u € OF(q) tel que 7 = uru~! (c’est 3.3) et donc 7,1y = uru~lry = yru~lry?
() est un commutateur. Comme tout élément de O*(g) est un produit pair de
réflexions, on a O*(q) C D(O(q)).

2) On a évidemment D(O*(q)) C O*(g). Réciproquement, il suffit de prouver
que tout renversement est un commutateur, et méme, puisque les renversements
sont conjugués dans O*(g), quun renversement est un commutateur. Pour ceci,
soit V C E de dimension 3 (on a n > 3), muni d’une base orthonormée

(1) Bien siir, pour une symétrie 7, qui est un élément d’ordre 2, on a 7 = 7L
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(e1, ez, e3) et considérons les trois renversements gy, 02,03 définis par ;| + =Id
et o;(e;) = e; (et donc o;(e;) = —e; pour i # 7).

On a alors g3 = 0102. Mais, toujours par 3.3, il existe u € Ot(q) tel que
o3 = uoqu‘1 et donc o3 = alualu‘l = o1u0; lu~1! est un commutateur.

Remarques 3.5.

1) Pour n = 2, nous verrons que O*(g) est commutatif, de sorte que I'on a
D(0*(q)) = {1d}.

2) La proposition 3.4 n’est pas vraie pour une forme quelconque. Par exemple,
si g est une forme d’indice ¥ > 1 sur R et si n est > 3, le groupe dérivé 2(q) de
O (q) est un sous-groupe d’indice 2 de O*(q) (cf. [D] Chapitre II §8).

4. La dimension 2 et les angles.

Dans tout ce paragraphe, on a n = dim E = 2. Rappelons, cf. V, 4.5 que les
isométries positives sont aussi appelées rotations. Pour des précisions concernant
la dimension 2, on se reportera & [PR].

Proposition 4.1.

1) Si u est une isométrie négative, u est une réflexion (i.e., ici, une symétrie
orthogonale par rapport & une droite).

2) Si u est une rotation elle s’écrit sous la forme u = 77, ou les 7; sont des
réflexions, I'une d’elle pouvant étre choisie arbitrairement.

3) Soient p€ O (E) et 7€ O~ (E). Onatpr~! =p~ L.

4) Le groupe O (E) des rotations est commutatif, donc aussi le groupe O*(2,R)
des matrices orthogonales directes.

Démonstration. On notera que les points 1) et 2) sont des cas particuliers du
théoreme 2.4.

Montrons cependant le point 1) sans utiliser 2.4. Soit © € O~(E). On a donc
détu = —1. Le polynome caractéristique de u est alors X2 — (Tru)X — 1. Son
discriminant vaut donc (Tru)? + 4 > 0 de sorte que v a deux valeurs propres
réelles. Comme u est une isométrie ces valeurs propres ne peuvent étre que 1 ou
—1 (conservation de la norme). Comme leur produit est —1 ce sont donc 1 et —1,
et u qui a deux valeurs propres réelles distinctes est diagonalisable. En écrivant la
matrice de u dans une base o elle est diagonale on voit alors que u? = Idg donc
u est une involution, donc une symétrie orthogonale, donc une réflexion (les seules
symétries possibles en dimension 2 sont les réflexions et —Id, mais cette derniere
est positive).

2) On prend pour 7; une réflexion quelconque et on pose 7, = 7; 'u. Il est clair
que 72 est une isométrie négative, donc une réflexion par 1) et on a alors u = 7,7,
comme annoncé.

3) On écrit p = 77’ comme produit de deux réflexions en imposant la premiére.

On a alors :

1 -1

tor =11t =7"1=p
4) Soient p,p' € O*(E). Posons p’ = 7r'. Il s’agit ici de montrer la formule

p'pp'~' = p. On obtient cette conjugaison par p’ en conjuguant successivement
par T (ce qui change p en p~!) puis par 7/ (ce qui raméne en p).
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Forme matricielle des éléments de GO(q).
On détermine aisément par le calcul les éléments de GO(2,R). On trouve deux

types de matrices :
a —b a b
U“(b a) et Uz_(b —a)

avec a,b € R et a2 +b% > 0.
Les matrices du type U forment un groupe noté GO*(2, R) (similitudes directes),
isomorphe au groupe multiplicatif C* par ’application :

(Z _ab) — a + ib.

Comme le multiplicateur des similitudes de matrices U; ou Us est i = a2 + b2, on
trouve aussitét les matrices de O(2,R) :

O+(2,R)={(Z _ab) a,beR, a2+b2=1.}

o-2R)={(% %) abeRr 2+r=1.
b —a

L’isomorphisme ci-dessus se restreint en un isomorphisme de O%*(2,R) sur le
groupe U des nombres complexes de module 1.
On retrouve en particulier le fait que O+ (2, R) est commutatif.

Rappelons le résultat suivant : (cf. par exemple [C] Chapitre I §3) :

Proposition 4.2.

L’application ¢ définie par ¢(t) = e* est un homomorphisme de groupes du groupe
additif de R dans U, surjectif, de noyau 2nZ qui induit un isomorphisme de
groupes topologiques de R/2rZ sur U.

On pose e = cost +i sint, ce qui permet d’écrire tout élément de O* (2, R) sous

la forme :
cost —sint
R(t)—(sint cost)’ avec t € R.

Définition 4.3.
L’élément t, image de t dans R/2nZ, s’appelle I’angle de R(t). Le groupe R/27Z
s’appelle le groupe des angles.

Remarques 4.4.

1) Sit € R/2nZ est I'image de t, on dit que ¢ est une mesure de 1’angle %,
toute autre mesure de 7 étant alors de la forme t + 2kw, k € Z. 1l faut utiliser ce
terme avec prudence : par exemple, comme R/2nZ contient des éléments d’ordre
fini (images de m,7/2,...), on ne peut parler d’angle plus petit qu'un autre, et les
inégalités portant sur les mesures sont donc de peu d’intérét (cf. [D1} Annexe 1 ou
[B] 8.7).

2) On peut construire un corps k ordonné tel que, sur k, la plus grande partie de
I’étude du groupe euclidien soit identique & celle que nous avons faite sur R, mais
ou il n’existe pas d’homomorphisme du type de ¢ (cf. [D1] Annexe 1 ou ci-dessous
Exercice 4).
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3) Dans le cas du corps évoqué en 2), on peut cependant parler d’angles : le
groupe des angles est alors simplement le groupe Uy, ou O*(2,k), mais noté
additivement (cf. [D1] Ch. V §4).

Angle d’une rotation

On choisit une orientation de E, c’est-a-dire une base orthonormée particuliere,
(e1,€2). Si (e1,€2) est une autre base orthonormée, elle sera dite directe, ou
positive (resp. indirecte ou négative) si 'unique élément u € O(q) défini par
u(e;) = &; est dans O*(q) (resp. dans O~(q)). Alors si p € O*(g), on appelle
angle de p, I'angle de la matrice de p dans n’importe quelle base orthomormée
directe (comme O%(g) est commutatif, cette matrice R ne dépend pas du choix de
la base directe). Attention, dans une base indirecte, p a pour matrice R~!, d’angle
opposé 3 celui de R. Pour des compléments géométriques sur les angles, angles de
vecteurs, de droites, ...on se reportera 3 [D1] Ch. V §4, a [B] 8.6 et 8.7, & [FY]
Ch.V §II, IIL, IV ou & [PR].

5. Structure des éléments de O(g).

Dans ce paragraphe on revient au cas général d’un espace euclidien (E,q) de
dimension n.

Théoréme 5.1.
Soit u € O(q). L’espace E est somme directe orthogonale :

E=V1IWLiLPhLl...LP

oll 7 est un entier > 0, ou V,W, P; sont des sous-espaces stables par u, avec
uly = Idy, ulw = —Idw, et ot dim P; = 2 et u| p, est une rotation plane, distincte
de :FIdp'. .

Remarque 5.2. Matriciellement, dans une base orthonormée convenable, u a donc
pour matrice :

" \

-1 0
cosf; —sinby
sinf; cosé

\ ' cosf, —siné,
sinf, cosf; )

avec 0; € [0,2n][, et 6; # 0, .

Démonstration (de 5.1) On procéde par récurrence sur n. Pour n = 1, c’est clair,

et pour n = 2, cela résulte de 4.1 et 4.2. Supposons donc n > 3.

Il suffit de trouver un sous-espace F' de E, non trivial, et stable par u. En effet,
F sera lui aussi stable par u et on appliquera la récurrence & F et FL.
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Si u admet une valeur propre réelle (nécessairement égale &4 F1), c’est terminé.
Remarquons que ceci se produit en particulier si n est impair ou si on a détu = —1.
Sinon, soit A une valeur propre de u sur C, A € R, de sorte que X est aussi valeur
propre de u. Soit z € EC (complexifié de E) un vecteur propre de u relatif & A
et soit T, son conjugué, qui est propre pour u relativement 3 A. Le plan (sur C),
z+ZT t T—7T
MY

forment une base de P. Comme u est réel, le plan (sur R) engendré par
—T

21
Remarques 5.3.

0) Les sous-espaces V et W sont bien déterminés par u (ce sont des sous-espaces
propres). En revanche, les P; peuvent ne pas I’étre si les valeurs propres complexes
de u ont des multiplicités > 2.

1) On peut éviter le recours & la complexification dans la démonstration du
théoréme (cf. Exercice 1).

2) Si n est impair, V ou W est non nul.

3) Sion a détu = —1, W est non nul.

4) Si n est impair et détu =1, V' est non nul.

5) Siu € O*(g) on a dimV = n (mod. 2).

Exemple 5.4. Le cas n = 3.
1) Soit u € O*(g). D’apres la remarque 4), u admet la valeur propre +1; on a
les cas suivants :

100 1 0 0
Id={0 1 01, 0 -1 0 (renversement),
0 01 0 0 -1

1 0 0
(0 cos 6 —sinO) avec € R, 8 ¢ nZ, rotation d’axe Re,, d’angle 8.

P = Cz + CT est invariant par «C. Mais les vecteurs sont réels et

r+7T ot

est invariant par u.

0 sin@ cosf

2) Soit u € O~ (g), u a la valeur propre —1 (remarque 3). On a les cas suivants :
-1 0 0 -1 0 0
-d=({ 0 -1 0], 0 10 (réflexion),
o 0 -1 0 01

-1 0 0
0 cosf —sind | (produit de trois réflexions).
0 sind cosé

6. La simplicité du groupe O*(3,R).

Théoréme 6.1.
Le groupe O*(3,R) est simple.

Démonstration. Soit N un sous-groupe distingué de O*(3,R) avec N # {1}, il
s’agit de prouver que N est égal 4 O*(3,R).

1) Comme les renversements engendrent O*(3) (cf. 2.6) et sont conjugués dans
O*(3) (cf. 3.3), il suffit de prouver que N contient un renversement.
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2) Soit u € N, u # Id. D’aprés 5.4.1, u est une rotation d’axe Ra, avec ||a|| = 1,
et d’angle 8, avec pour matrice, dans une base orthonormée convenable :

1 0 0
U=[0 cos® —sinf
0 sinf cosé

Si § = m, u est un renversement, sinon, comme on a aussi u~! € N, on peut
supposer 0 < 8 < w. Soit P le plan orthogonal & Ra et notons S, la sphére unité
de E :

8:={z€ E||lz|l = 1}.
Soit z un point de I’équateur de S, (i.e. un z € PN S;) et soit y = u(z). On ala
figure ci-dessous :

a
x2=n(xy)
X
-
P (o%
X y=u(x)

Posons d = ||z — y||- Un calcul immédiat fournit d? = 2(1 — cos ).
3) On a la propriété suivante :

Vm, 0<m<d, 3z,,22 €Sy, u(z1) =x2 €t ||z — 22]| =m

Géométriquement, c’est clair. En effet, u transforme S, en elle-méme et conserve
a. Le méridien de z se transforme donc en celui de y et lorsque z; varie sur ce
méridien entre z et a, ||z, —u(z,)|| varie entre d et 0. De fagon précise, on considére
les vecteurs z+ Aa, A€ER. On a:

||z + Aa||? =1+ A% donc ; = ———z,..___f1++)‘: €Sy et
d
Ir)— = ——
”u( 1) z1“ m
N Y
1l suffit alors de prendre, sim # 0, A = —d2_mi

4) Soit alors m tel que 0 < m < d. Si y;,y. sont dans S, avec ||y1 -yl =m,il
existe u’' € N, tel que ¥/ (y1) = y2.
En effet, il existe s € O%(g) tel que s(y;1) = z1, s(y2) = :cz (c’est le troisiéme « cas
d’égalité des triangles » cf. Exercice 1). On pose alors ' = s~ lus, on a u' € N,
puisque N est distingué et u/'(y1) = y2

5) On va maintenant prouver que N contient un renversement en obtenant
celui-ci comme composé de « petites » rotations, au sens de 4). Soit n € N et p,
la rotation d’axe a et d’angle 7/n. On a ||z — p,(z)|| = 2(1 — cos m/n). Comme R
est archimédien, le rapport 7/n tend vers 0 quand n tend vers +oo et donc pour
n assez grand on a ||z — pp(z)|| < d.
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On pose alors 2o =z, z1 = pn(Z),..., Ti+1 = pn(zi)..., et on a z, = —z.
Comme on a ||z;41 — zi|| = ||z1 — zo|| = ||z — pu(z)|| < d, il existe u; € N tel
que u;(z;) = zi+y (cf. 4)). Mais alors, si on pose v = u,...u;, ona v € N et
v(z) = —=z.

11 en résulte que v est un renversement (cf. 5.4), et le théoréme est démontré.

Remarques 6.2.

1) Nous avons déja remarqué au §3 que dans le cas d’une forme quadratique
quelconque, les renversements ne sont pas conjugués en général. La démonstration
précédente ne subsiste donc pas et, de fait, si on considére une forme non positive
sur R, ou une forme définie positive sur Q, le groupe O (3) correspondant n’est pas
simple (cf. Exercice 4 pour ’étude du groupe euclidien rationnel, ou le Théoréme
6.1 est spectaculairement en défaut).

2) Si k est un corps ordonné et g une forme définie positive sur k, la Proposition
3.3 est encore valable si et seulement si k est euclidien, c’est-a-dire :

Ya €k, a>0 = a est un carré dans k

(en effet, il existe alors des bases orthonormées pour ¢ et toutes ses restrictions).
3) Cependant, I’hypotheése k euclidien n’est pas suffisante pour assurer la validité
de 6.1. En effet, nous avons utilisé de fagon essentielle une autre propriété de R :
le fait que R est archimédien.
Si k n’est pas archimédien, le Théoréme 6.1 est inexact : il existe dans k des
éléments € > 0 « infiniment petits », c’est-a-dire tels que : Vn € N, ne < 1. Pour
un tel élément on écrit € < 1.
Soit alors N = {u € O%(g) |Vz € S; (sphére unité), g(u(z) — z) < 1}.
Alors N est un sous-groupe distingué de O*(3, k), non trivial, cf. Exercice 2, ou
aussi [A] Ch. V §2.3.
4} Il n’est pas immédiat de construire un corps k euclidien et non archimédien.
On peut partir de ’anneau R[T], ordonné par :

e T"+---+ag >0<=a, >0,

de sorte qu’on a alors T'>> 1. On ordonne R(T") de I'unique maniére compatible,
1/T est alors un infiniment petit. Mais R(T') n’est pas euclidien, et pour trouver
k, il faut prendre une cloture réelle de R(T') (cf. [L] Ch. XI).

7. La simplicité de PO+ (n,R) pour n > 5.

Théoréme 7.1.
Le groupe PO™*(n,R) est simple pour n = 3 et pour n > 5.

Remarque 7.2. Le cas n = 4 est exceptionnel et sera étudié au chapitre VIL
Démonstration (de 7.1)
1) Le cas n = 3 a été vu au §6.

2) Soit N un sous-groupe distingué de PO*(n,R), avec N # {1}. 1 lui
correspond un sous-groupe N de O* (n, R), distingué et contenant le centre Z (0%),
avec N # Z(O™). 1l s’agit de prouver que N est égal 3 O*(n,R). En vertu de 2.6
et 3.3, il suffit de montrer que N contient un renversement.

3) L’idée est de se ramener & la simplicité de O (3, R) (cf. 6.1), par une méthode
analogue & celle de I, 8.1.
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Soit U un sous-espace de F, de dimension 3, on a un plongement de Ot (U) dans
O*(E) donné par s — s LIdy. et OF(U) s'identifie ainsi & un sous-groupe de
Ot (E).

Soit Ny = NNO*(U), on a Ny <t O*(U), donc, (cf. 6.1) si N, n’est pas réduit &
{1d}, on a Ny = O*(U), en particulier si s est un renversement de U, s est dans
Ny, donc s L1dy 1, qui est encore un renversement, est dans N, et on a gagné.

4) Tout revient donc & trouver U, de dimension 3, tel que N N O*(U) # {1d},
autrement dit, & trouver s € N, s # Id, dont ’espace des points fixes V soit de
dimension > n — 3.

Comme s est une rotation, on aura, en fait, dim V, = n — 2, (cf. 5.3.5) et donc, s
sera de la forme s = 7,7,, ou 74,7, sont des réflexions (cf. 2.4).

5) L’idée, comme au Chapitre I, 8.1 est de prendre pour s un commutateur
s=pop~to~! avec p € N et 0 € OF(n,R), ce qui assure que s est dans N, et de
choisir o avec beaucoup de points fixes.

(Attention, comme o doit étre une rotation, on ne peut prendre pour ¢ une
réflexion 7, qui donnerait pourtant un commutateur de la bonne forme :

sic= p(b), s = prp_lTb = TcTo-
Mais pour affirmer alors s € N, il faudrait que N soit distingué dans O(n,R), et
pas seulement dans O*(n, R)).

6) On prend donc o = 7,7,, 0on a 0 € O donc s = pop~lo~! € N et s s’écrit :
s = mbp_lpTap_lTaTb = Tob)Tp(a)TaTh

et s sera de la forme voulue si on a 7,,) = 7,, c’est-a-dire p(a) = Fa.

Si de plus, p est distinct de FId, on choisira b tel que b et ¢ = p(b) ne soient
pas colinéaires. Alors s = 7.7, sera distinct de Id et on aura réalisé le programme
énoncé en 4).

7) On est donc ramené & trouver un élément p € N, p # Fld, et possédant un
point fixe a # 0 (on mesurera les progrés par rapport & 4)).
Pour ceci, on part de v € N, v # FId, et d’un renversement u de plan P. Alors
p =vuv~'u~! est dans N et p est le produit de deux renversements, =1 = u de
plan P et vuv~! de plan v(P). Il en résulte que p laisse fixe P Nv(P)L qui est
de dimension > n — 4, donc, (et c’est ici qu'apparait la nécessité de I’hypothese
n > 5) strictement positive.
De plus, on aura p # Id pourvu que v(P) ne soit pas égal & P, ce qui, puisque
v n'est pas une homothétie, est vrai pour au moins un plan P (cf. Chapitre IV
§2 Exercice 10). Comme p a un point fixe, il est clair qu’on a p # —Id, et la
démonstration est achevée.

Remarques 7.8.

1) Lorsque la dimension n est impaire, I'existence d’un point fixe pour p dans
O*(n,R) est claire (cf. 5.3.4) ce qui simplifie la fin de la démonstration.

2) La démonstration ci-dessus montre aussi, en tenant compte de la remarque
faite en 5), que si N est un sous-groupe distingué de O(n, R), contenant le centre
et distinct du centre, N contient O (n,R) et ce, dés que n > 3 (cf. Chapitre VII
pour comprendre le cas n = 4).
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8. Les automorphismes de O*(3,R).

Dans ce paragraphe, nous utiliserons le théoréme fondamental de la géométrie
projective, pour lequel nous renvoyons & [B] Ch. 5 ou & [D] Ch. III §1. Le lecteur
est supposé avoir une certaine familiarité avec quelques notions élémentaires de
géométrie projective (alignement, etc).

Théoreme 8.1.
Tout automorphisme de O*(3,R) est intérieur.

Démonstration. On pose G = O*(3,R). Soit ¢ un automorphisme de G.

L’idée de la démonstration, analogue & celle de I, 8.7, est de considérer les
involutions de G i.e. les s € G tels que s> = Id et s # Id. Dans le cas présent, ce
sont exactement les renversements. Comme ¢(s?) = ¢(s)? = ¢(Id) = Id, on voit
que ¢ transforme renversement en renversement et de méme 1.

Mais, on peut associer, de maniére bijective, & tout renversement, son axe, c’est-a-
dire une droite vectorielle de R3, ou encore, un élément de P?(R), espace projectif
associé, (cf. Chapitre IV §5).

On constate donc que ¢ induit une bijection, notée v, de P2(R) dans P%(R)
donnée par la formule ¢(s;) = sy(;) et nous allons prouver que v conserve
Palignement.

Si les points z,y, z de P2(R) correspondent aux droites Dy, Dy, D, par définition
de lalignement projectif, ces points sont alignés si et seulement si les droites
D;,Dy, D, sont coplanaires, ce qu'on peut traduire en disant qu’il existe une
droite A perpendiculaire commune a D, Dy, D,.

On cherche donc 3 traduire algébriquement sur les renversements le fait que leurs
axes soient orthogonaux. On a le lemme suivant, qui est laissé au lecteur :

Lemme 8.2.
Soient s,, s, des renversements d’axes Dy, Do distincts. Alors on a 8,8, = 828 si
et seulement si Dy et D, sont orthogonaux.

Alors, si s, est le renversement d’axe D,, la condition d’alignement se traduit
ainsi : z, y, z sont alignés si et seulement s’il existe un renversement s qui commute
a 8z,8y et s,.

Mais alors, si on a ss; = 8,8, on a, en appliquant ¢, ¢(ss,;) = ¢(s,s) donc
(3)p(sz) = ¢(sz)¢(s), et donc, le renversement ¢(s) commute & ¢(3z), ¢(Sy),
P(82), 1.e. & Sy(z), Sy(y) Su(z), de sorte que Y(x), Y(y), ¥(2) sont alignés.

En vertu du théoréme fondamental de la géométrie projective (loc. cit.) il existe
alors u € GL(3,R) tel que, si T est 'homographie déduite de u, on a @ = .

Si z est un point de P3(R) et si D, est la droite associée on a alors : u(D;) =
Dg(z) = Dy(z)-

D’autre part, en vertu du lemme 8.2, u conserve I'orthogonalité, donc (cf. V, 7.1),
u est une similitude : « € GO(3,R).

On a donc u = h).v ot v est une isométrie et h) une homothétie (cf. §1). Mais
alors on a T = U et on peut supposer u € O(3,R). De plus, si on a u € O~ (3,R),
on a —u € O"(3,R) et —u =7, donc on peut supposer u € O*(3,R).

Mais alors, on a pour tout g € G, p(g) = ugu™! ce qui prouve que ¢ est intérieur.
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En effet, il suffit de le vérifier sur les renversements, cf. 2.6, or, si s; est le
renversement d’'axe D, on a ¢(sz) = Sy(), renversement d’axe Dy, par
définition de 1. Par ailleurs, us,u™! est le renversement d’axe u(D;) = Dy (s
(cf. V, 4.8), donc on a bien ¢(s;) = uszu™!, cgfd.

Remarque 8.3. Ce type de démonstration s’applique & de nombreux autres groupes
(cf. [D] Ch. IV). Des difficultés supplémentaires proviennent du fait qu’il y a, en
général plusieurs types d’involutions ('exemple de O (5,R) est instructif & cet
égard, cf. Exercice 1).

Signalons enfin le cas n = 8 ol se produit un phénomene tres intéressant, appelé
la « trialité ». On a, dans ce cas : Aut O*(8)/Int O (8) =~ &3.



EXERCICES SUR LE CHAPITRE VI

1. Notations et rappels.

1) Soit k un corps totalement ordonné, E un k-espace vectoriel, ¢ une forme
positive sur E (i.e. vérifiant Vz € E, g(z) > 0) et non dégénérée.
Montrer que q est définie positive.

2) Démontrer I'inégalité de Minkowski :
llz +yll < llzll + lyll, avec ||z]| = V(=] ).

3) Avec les notations du §1, on pose :
GO*(g) = {u € GO(q) | dét u > 0}.

a) Montrer que GO*(g) est un sous-groupe distingué de GO(g).
b) Montrer qu’on a des isomorphismes :

GO(g) ~ O(q) x R**,

GO*(g) = O*(g) x R™™,
(cf. Chapitre V §5 Exercice 3).

4) Soit k un corps totalement ordonné et E un k-espace vectoriel de dimension
n. A quelle condition sur k existe-t-il, pour toute forme ¢ définie positive sur E,
une base de E orthonormée pour ¢?

5) Montrer que les groupes suivants ne sont pas isomorphes :

0*(2,Q)={A€GL(2,Q)|!AA=T et dét A=1} et

05(Q,J) = {A€GL(2,Q)|'AJA=J et dst A=1} avec J=((1) (2))

(on cherchera des éléments d’ordre 4 dans ces groupes).
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6) Montrer que si on a k = Q et s'il existe une base orthonormée relative 3 ¢
sur 'espace E, de dimension > 2, il existe F C E tel que g|r ne posséde pas de
base orthonormeée.

2. Générateurs et centres de O(q) et O*(q).

1) Démontrer les théorémes 2.1, 2.4, 2.6 pour une forme anisotrope sur un corps
quelconque, (de caractéristique différente de 2, bien siir).

2) On reprend les notations du théoréme 2.4.
Soit u € O(q) et m, = inf{r € N|u = 7...7} ol les 7; sont des réflexions
orthogonales.
a) Montrer qu’on a m,, = p,.
b) Montrer que, si u € O*(g), on a dim F,, = n (mod. 2).

3. Conjugaison et commutateurs.

1) Soit ¢ la forme quadratique sur Q? définie par g(z,y) = z? + y2. Soit
e1 = (z1,41), €2 = (T2,72) deux vecteurs non nuls de Q?, Dy =<e;>,D; =<e3>
les droites engendrées.

A quelle condition existe-t-il u € O(q) tel que u(Dy) = D, ?
Montrer que les orbites de O(g) dans 1'ensemble P!(Q) des droites de Q? sont en
bijection avec une partie de Q*/Q*? que I’on précisera,  I'aide de II, 6.9.

2) Soit k un corps ordonné euclidien (i.e. tel que tout a € k, a > 0, est un carré
dans k), et soit ¢ une forme définie positive sur k.
Montrer que le lemme 3.1 est encore vrai. Réciproquement, si un corps ordonné k
est tel que le lemme 3.1 soit vrai pour toute forme définie positive, montrer que k
est euclidien.

3) Montrer que sur un corps ordonné euclidien les Propositions 3.3 et 3.4 sont
encore valables.

4) Un lemme général sur les groupes dérivés.

Soit G un groupe, G? le sous-groupe de G engendré par les carrés des éléments de
G.

a) Montrer qu’on a D(G) C G2.

b) On suppose G engendré par des involutions. Montrer qu'on a G2 = D(G).

c) On suppose G engendré par des éléments s € S, tous conjugués. Montrer
que G/D(G) est monogéne; cas ot les éléments de S sont des involutions.

d) Appliquer ces résultats aux calculs des groupes dérivés de S,, U, O(q),

O*(g)... (remarquer que les cycles d’ordre 3, les renversements, ... sont des
carrés).
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5) Montrer que D(O(2, Q)) n’est pas égal & O*(2, Q) (remarquer que O*(2, Q)
est commutatif, isomorphe & UN Q(7), cf. §4, et que i n'est pas un carré dans ce
groupe, et conclure par Exercice 4,b)).

4. La dimension 2 et les angles.

1) Démontrer la Proposition 4.1 pour une forme anisotrope quelconque.

2) Vérifier matriciellement 1’assertion 4.1.1.

3) Montrer que si k est euclidien et si ¢ est définie positive sur E, k-espace
de dimension 2, le groupe O*(q) est encore isomorphe au groupe des matrices

(Z —ab)’ avec a,b € k, a®+b% = 1, donc aussi au groupe Uy, des éléments a + bi

de l'extension K = k(i) avec i = —1, tels que a® + 4% = 1.
Pour le cas général, cf. Chapitre VIII §6.

4) On reprend les notations de l'exercice 9 du chapitre III §1.

a) Montrer que K est euclidien.

b) Montrer que K est archimédien.

c¢) Montrer que tous les théorémes énoncés dans ce chapitre restent vrais pour
une forme positive sur K, sauf :

- la proposition 4.2 (cf. ci-apres),

- le théoréme 5.1 qui n’est vrai qu’en dimension < 3 (et sans cosinus dans la
forme matricielle).

Vérifier soigneusement, en particulier, le théoréme 6.1.

d) Montrer qu’il n’existe pas d’isomorphisme analogue & l’exponentielle,
¢:(K/aZ,+) — Uk avec a € K* et Ux = {a +ib € U|a,b € K}. (Montrer
qu’il existe dans K/aZ des éléments de tout ordre n € N*, mais que U ne contient
pas d’élément d’ordre 11, cf. Chapitre III §1 Exercice 9, e)). On consultera [D1]
Annexe 1 pour des compléments sur ce sujet.

5. Structure des éléments de O(q).

1) Une autre démonstration du théoréme 5.1.
Les notations sont celles du §1, on suppose n > 3. On désigne par S la sphere
unité de E, on a donc S = {z € E|||z|| = v/q(z) = 1}. Soit u € O(q).

a) Montrer qu’il existe z € S tel que ||u(z) — z|| soit minimum. Montrer que
ceci équivaut a dire que a = (z | u(z)) est maximum.

b) On suppose y = u(x) # Fz. Montrer que a est distinct de F1. Soit P le
plan <z,y>, on pose b = (z | u?*(z)). Montrer qu'on a 1 + b = 2a? (raisonner par
absurde en montrant que si 1+ b # 2a?, il existe z € SN P tel que (2| u(z)) > a).
Interpréter la condition 1 + b = 222 en termes d’angles.
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c¢) Montrer que le plan P est stable par u (si 2 = u(y) on écrira z,y, 2 dans
un systéme orthonormé z, j, k, avec j € P).

d) Montrer qu’il existe un sous-espace F de E, distinct de {0} et E et stable
par u et en déduire une nouvelle démonstration de 5.1.

2) Soit k un corps totalement ordonné, muni de la topologie de I'ordre. Soit C
le cercle unité de k? :

C={(z,y) ek?|z® +y* =1}, etsoit T'={(z,y) €C|z>0}.

a) Montrer que 'application ¢ : [-1,1] — T" donnée par :

1-t2 2t
o) = (1+t2’ 1+t2)
est un homéomorphisme et calculer ¢~!.
b) Déduire de a) que la sphére unité

S= {(ml,...,zn) € k™ | Xn:zf = 1}
i=1

est compacte si et seulement si les segments [a, b] pour a, b € k le sont.

c¢) Montrer que si S est compacte, k est euclidien (utiliser b) et pour trouver
Va, pour a > 0, une suite récurrente du type Tn+; = Zn + A(z2 — a) avec A
convenable ou, si I'on préfere, la fonction f(z) = |z% — aj).

d) Montrer que si S est compacte, k est archimédien (utiliser b) et remarquer
que si k n’est pas archimédien la suite des entiers est bornée mais n’a pas de valeur
d’adhérence).

e) Déduire de ce qui précede que si S est compacte, le corps k est isomorphe
a R (cf. par exemple, [LFA] Ch. 1 Th. 1.8.5).

3) Montrer que la démonstration du théoréme 5.1 donnée dans le cours reste
valable pour un corps k réellement clos (i.e. euclidien et tel que tout polynéme
de degré impair admette une racine dans k, tout ceci impliquant que k(+/—1) est
algébriquement clos, cf. [L] Ch. XI §2 Th. 1).

Comparer avec la démonstration de P'exercice 1 (cf. Exercice 2).

6. La simplicité de O*(3,R).

1) Troisiéme cas d’égalité des triangles.
On reprend les notations du §1, avec n > 2.
Soient z,y,',y’ € B. On suppose ||zl = [l2'll, llsll = /Il llz — vll = |z’ — /Il
Montrer qu'il existe u € O(q) tel que u(z) = 2/, u(y) =¥’ (si = et y ne sont pas
colinéaires, considérer le plan <z,y>).
On suppose n = 2. Montrer que si z, y ne sont pas colinéaires u est unique.
On suppose n > 3. Montrer qu’on peut imposer u € O%(q).
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2) Soit k un corps ordonné non archimédien et g la forme définie sur k3 par
q(z,y,2) = 22 + y? + 22. On dit qu'un élément € > 0 de k est infiniment petit si
et seulement si pour tout n € N on a ne < 1 et on écrit alors £ < 1.

Soit N = {u € O*(q)|Vz € S, q(u(z) — z) < 1} (ol S désigne la sphére unité de
Pespace vectoriel E).

a) Montrer que N est un sous-groupe distingué de O*(q).

b) Montrer qu'on a N # O (q) (considérer un renversement).

c) Montrer qu’on a N # {Id} (utiliser une matrice de rotation « d’angle »

0
avec t = « tan 3 » infiniment petit, cf. § 5 Exercice 2).
d) En déduire que O*(g) n’est pas simple.

3) Etude de Uanneau Z,.
On rappelle que si z est un rationnel non nul, z s’écrit de maniére unique z = s ,

avec p,q € Z, (p,q) = 1 et ¢ > 0. Dans toute la suite, le symbole I—; aura toujours

cette signification.
On pose Zp = {z = s € Q" | ¢ impair} U {0}.

a) Montrer que Z; est un sous-anneau de Q contenant Z.

b) Calculer Z; et montrer que I'idéal 2Z; est 'unique idéal maximal de Z,
(on dit que Z; est un anneau local).

c) Montrer qu'on a Z,/2Z; ~ F,.

d) Soient z,y,2 € Q tels que z% + y2 + 22 = 1. Montrer qu’on a z,y, 2 € Z,.

4) Etude du groupe O3(Q, E).
Dans cet exercice, E désigne la forme euclidienne :

E(z,y,2) = 2% + % + 2%

On pose 0(3,Q) = 03(Q,E) = {A € M(3,Q)|"AA = I}.
a) Montrer que O(3, Q) est inclus dans M(3, Z;) (cf. Exercice 3).
b) Pour r € N*, on pose :

Gr={A€0(3,Q)|A=1+2"B avec B € M(3,Z,)}.

Montrer que G, est un sous-groupe distingué de O(3, Q).

c) Montrer qu'on a ﬂ G, ={I}.

reN*

d) Montrer que G, est distinct de O(3, Q) et que G; n’est pas inclus dans
0%(3,Q).

e) Montrer que pour 7 > 1, on a G,+; C Gr et G4 # G, (on pourra
considérer u = 7, Te, OU T, est la réflexion relative i e;, avec ¢; = (1,0,0),
€2 = (1,21'—1,0))_

f) Montrer que, pour r > 2, on a G, C 0% (3, Q) (considérer, sinon, un vecteur
propre relatif 4 —1 de A € G,).

g) Montrer que, pour 7 > 2, on a G,/Gry1 ~ (Z/22Z)3 (si A =1+ 2"B est
dans G, on lui associera la matrice B obtenue par réduction modulo 2 & partir de
B et on montrera que B est une matrice alternée, i.e. antisymétrique avec en plus,

caractéristique 2 oblige, b;; = 0).
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h) Montrer qu’on a un isomorphisme O(3,Q)/G; =~ O(3,F3), ot 'on a posé
O@3,F;) ={A e M(3,F;) |'AA =1} ~ 53

(si A est dans O(3,Q), on lui associera aussi sa réduction A modulo 2).

i) Montrer qu'on a G1/G> ~ (Z/2Z)* (utiliser le méme homomorphisme qu’en
g), mais montrer que cette fois I'image est le sous-espace de M(3, F2) engendré
par les matrices diagonales et par la matrice dont tous les termes valent 1).

j) Résumer les propriétés de O(3,Q) sur un diagramme ol l’on figurera les
sous-groupes G, et les divers quotients. Comparer au Théoreme 6.1 du cas réel!

8. Les automorphismes de O*(3,R).

1) On désigne par E un espace vectoriel réel de dimension 5, muni d’une forme
euclidienne q.

a) Soit u € O*(q) tel que u? = Id et u # Id. Montrer que u est un
renversement ou que —u est une réflexion (dans ce cas, u sera appelée une
antiréflexion).

b) Montrer que les antiréflexions engendrent O%(g) et qu’elles sont toutes
conjuguées.

c) Soit ¢ un renversement et 7 une antiréflexion. Calculer les centralisateurs
c(c) et c(7) de o et T dans O (g).

d) Montrer qu’on a D(c(0)) ~ O (2,R) x O+(3,R) et D(c(7)) ~ O*(4,R).
En déduire que ¢(o) et ¢(7) ne sont pas isomorphes.

e) Soit ¢ un automorphisme de O%(g). Montrer que I'image par ¢ d’une
antiréflexion est une antiréflexion.

f) Si 7 est une antiréflexion, on lui associe la droite D = Ker (7 —1Id) et on
écrit alors 7 = 7p. Montrer que ¢ induit une bijection 1 de P(FE) par la formule
(7D) = Ty(D)-

g) Soient Dy, D,, Ds trois droites distinctes de E, 7; = 7p, l'antiréflexion
associée a D; et posons C = c(m1) N¢(72) N ¢(73).

Préciser le groupe C et montrer en particulier qu’on a D(C) ~ O*(3,R) si Dy,
D2, D3 sont coplanaires et D(C) ~ O*(2,R) sinon. En déduire que 1 conserve
I’alignement.

h) En considérant le centre du groupe ¢(m1) N ¢(72), montrer que 3 conserve
I’orthogonalité.

i) Montrer, comme en 8.1, que ¢ est intérieur.

j) Généraliser cet exercice au groupe Ot (2n + 1,R), avec n € N*.







VII. QUATERNIONS

Les quaternions, inventés en 1843 par le mathématicien irlandais William Hamil-
ton, jouent, en dimension 3 et 4, vis & vis des groupes orthogonaux, un role analogue
3 celui des nombres complexes en dimension 2, & la différence notoire qu’il n’y a
plus commutativité.

1. Définition du corps H.

a) Définition.

Théoréme et définition 1.1.

1 existe une algébre H de dimension 4 sur R, appelée algébre des quaternions,
munie d’une base 1,1, j, k telle que :

a) I’élément 1 est élément neutre pour la multiplication,

b) on a les formules :

2=2=k=-1, jk=—kj=1i, ki=—ik=j, ij = —ji=k.

Le corps des nombres réels est isomorphe a la sous-algébre des quaternions de la
forme a.1, a € R, avec laquelle on I’identifie. Un quaternion s’écrit alors :

q=a+bz+c_7+dk, a,veca,b,c,dGR.

Démonstration. 11 y a plusieurs méthodes pour prouver l’existence de H, mais
toutes requierent un minimum de calculs. C’est assez normal, dans la mesure ot
cette existence est non banale, voire exceptionnelle (cf. §4 b,c) et ot on en déduit
presque directement des propriétés non triviales des groupes orthogonaux (cf. §2
et §3).

a) La premiére méthode consiste & prendre pour H 'espace R* muni d’une base
1,4, 7,k et & définir la multiplication par bilinéarité & partir des formules ci-dessus.
Il faut alors vérifier 'associativité sur la base. C’est facile, mais fastidieux, encore
qu’on puisse réduire le nombre de calculs en utilisant les symétries des formules
(cf. [B]] Ch. I §1 ou ci-dessous Exercice 2).

b) Une deuxiéme méthode consiste i trouver une représentation de H comme
sous-algébre de M(4, R). Pour ceci, on suppose la construction déja effectuée et on
fait opérer H sur lui-méme par multiplication & gauche : on pose, pour ¢,¢' € H,
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Tq(qd') = q4'. L’application T, est linéaire et si ¢ = a + bi + ¢j + dk, la matrice de
T, dans la base 1,1, 3,k est :

a =b —c —-d

b a —-d ¢
M(q) = ¢ d a b

d —c b a

Cette analyse étant faite, on définit alors H comme ’ensemble des matrices de
cette forme et on vérifie les conditions requises. En particulier, on a les formules :

0 -1 -10
o ‘ (0) (0) | Lo
'= 0 1 P I= 1 0
o |97 V5| o
0o -1
) y_l :
et k=
01

c¢) On peut aussi représenter H comme sous-algebre de M(2, C), cf. Exercice 4
ou §4 a).
b) Conjugué, norme, inverse.
Définition 1.2.
Soit g € H, g = a + bi + cj + dk avec a,b,c,d € R. On définit le conjugué G de q
par la formule § = a — bi — ¢j — dk.
Proposition 1.3.
L’application q — G de H dans H est un antiautomorphisme de H (i.e. elle est
R-linéaire et vérifie, pour tous q1,92 € H, 142 = 2 q1-)

Démonstration. On peut, soit le vérifier sur la base, soit utiliser la représentation
matricielle car on a alors :

M(g) =*M(q) et on a bien *(AB) = *B*A.

Remarques 1.4.
1) On a g = q : comme sur les complexes la conjugaison est une involution.
2)OnageR<=7g=gq.
3) Posons P = {q = bi + ci +dk | b,c,d € R}, on dit que P est ’espace des
quaternions pursetona: g€ P <= g§=—q.

Définition-Proposition 1.5.
Soit ¢ = a + bi + ¢j + dk € H, on définit la norme N(q) de g en posant :
N(q) = q@ = Gq = a® + b% + % + d°.
Alors, on a N(q) € R*.
En effet, comme on a qg = §q = ¢, le quaternion ¢g est réel et un calcul immédiat

montre qu’on a ¢ = a% + b% + ¢ + d%. De méme, gg est réel et vaut encore
a?+b? +ct+d2.
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Notons que ¢ — N(q) est une forme quadratique euclidienne sur H, de forme

polaire ¢(q),¢q2) = ﬁ(qlﬁ + q2G1)- La base 1,1, j,k est orthonormée relativement
a N et la conjugaison est une symétrie orthogonale, d’espaces propres R et P.

Théoréme 1.6.

1) L’algébre H est un corps (non commutatif).

2) Le centre de H est égal & R.

3) On a N(q1q2) = N(q1)N(gz2), donc N : H* — R** est un homomorphisme
de groupes, surjectif, dont le noyau, groupe des quaternions de norme 1, sera noté

G.

Démonstration. .
1) On a N(g) = 0 <= q =0, donc, si ¢ # 0, g a un inverse g l= W?j. On
notera que, comme N(q) est réel, il commute a g et qu’on peut écrire :
1
— -1 —1= —
gN(g)"" =N(@) 1= %=1
@7 =N@)™1= 5

2) 1l est clair que R est central puisque H est une R-algébre. Réciproquement,
si q est dans Z(H) on écrit q¢ = ig, ¢j = jq et un calcul immédiat montre qu’on
ageR.

3) On a N(ig2) = @101z = RO = alN(e)Ja = aaiN(e) =
N(q1)N(qz2) car N(gz) est central. Si a est dans R*, on a N(y/a) = a, donc
N est surjectif.

Remarques 1.7.

1) Si g est dans G, ie.siona N(g)=1,onaq ' =7q.

2) Identifions H 3 R?* muni de sa topologie naturelle. Alors, le groupe G des
quaternions de norme 1 s’écrit G = {(a,b,c,d) € R* | a2 +b? +c? +d? = 1}. Nl est
donc homéomorphe 3 la sphere S2 et en particulier G est connexe.

3) Pour un quaternion g on a les équivalences suivantes :

g € R < ¢° €RY, geP<= ¢ R .
En effet siona g=a € R, ona N(q) = ¢ = a? € R*, tandis que si p est dans
P, on a N(p) = pp = —p?, de sorte que p? = —N(p) est dans R".
Réciproquement, on écrit ¢ = a+p, aveca € Retp € P et ona ¢? = a®+p*+2ap,
donc, si g2 est réel, on a 2ap = 0, et a ou p est nul, d’ol le résultat.

2. Opération de H sur R3.

a) Quaternions et groupe orthogonal.

Le corps H n’est pas commutatif, donc 'opération de H* sur H par automor-
phismes intérieurs est non banale. En fait, il suffit de faire opérer G, car si g est

dans H*, il s’écrit ¢ = Ar avec A= 4/N(g) € R et r € G et comme A est central,
il ne donne rien dans les automorphismes intérieurs.

On pose donc, pour g€ Get ¢ € H :

Sq(q') =qd'qa7 = qd'7.

Nous allons étudier cette opération et montrer qu’elle donne une paramétrisation
du groupe O% (3, R) par le groupe G, un peu comme on avait paramétré O*(2,R)
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par le groupe des nombres complexes de module 1, mais avec toutefois quelques
différences.

1) L’application S; : H — H est R-linéaire et bijective car on a Sz = (S;)~!.
On obtient donc ainsi une application :

S:G — GL(4,R).

2) L’application S est un homomorphisme car on a Sg,4,(¢") = 0142¢'%,7, =
S4,54,(d') et son noyau est ZH)NG=RNG = {1,—1}.

3) On a, pour a € R, Sg(a) = a, et donc S;|r = Idg.

4) Par ailleurs, S; conserve la norme, i.e. vérifie N(S;(q')) = N(¢'). En effet,
on a N(q¢'g) = N(¢)N(¢d)N@) = N(q'), car q est de norme 1. Autrement
dit, S; est donc un élément du groupe orthogonal euclidien défini par N :
S, € O(N) ~ O(4,R).

5) Mais, pour N, I’espace des quaternions purs P est l'orthogonal de R, et
comme on a Sg|r = Idr, P est stable par S,.

On pose alors sq = S;|p, on a encore s, € O(N|p) ~2 O(3,R) et s : G — O(3,R)
est un homomorphisme de noyau {1, —1}. '

6) Munissons O(3, R) de sa topologie naturelle, obtenue en le considérant comme
sous-espace de M(3, R), lui-méme identifié 3 R°. L’application s est alors continue,
comme on le voit en calculant la matrice de s, dans la base i, j, k. En effet, si
g = a + bi + ¢j + dk, les coefficients de la matrice sont des polynémes homogenes
de degré 2 en a, b, ¢, d. Par exemple, on a 51, = a2+b?—c?—d?, 515 = 2(bc—ad)...
Mais, le déterminant, dét : O(3,R) — {1,—1} est lui aussi une application
continue, donc l’application composée dét os : G — {1,—1} est continue.
Comme G est connexe (cf. 1.7.2), 'image de G par dét os est connexe, donc
un singleton, et comme on a s(1) = Id, c’est nécessairement {+1}. Autrement dit,
on a s(G) C O*(3,R).

7) Montrons enfin ’égalité s(G) = O+(3,R). Soit p € P N G. On calcule
sp(p) = pPp = p, ce qui prouve que s, fixe p, donc est une rotation d’axe (p).
D’autre part, comme p est dans PN G on a p = —p, donc p?> = —pp = —1 et
(3p)? = spz = s_1 = 1d, donc s, est une involution et c’est donc le renversement
d’axe < p>. On obtient ainsi tous les renversements de O*(3,R), et comme ils
engendrent le groupe, on a bien s(G) = O*(3,R). En définitive, on a prouvé le
théoreéme suivant :

Théoréme 2.1.
Soit G le groupe des quaternions de norme 1. On a un isomorphisme :

3:G/{1,-1} = O*(3,R).

Remarques 2.2.
1) La suite exacte :

1—{1,-1} —>G-0%3,R)—1

n’est pas scindée (cf. Chapitre I §6). Sinon, on aurait un sous-groupe H de G tel
que s|y soit un isomorphisme de H sur O*(3,R). Mais alors, si g est dans G on
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aurait g ou —g € H. Sion prend p € PNG, on a p? = (—p)? = —1, donc —1 € H,
contradiction.

2) On peut se demander comment décrire les isométries négatives de H & partir
de G, en particulier les réflexions.
Soit g € G, et 74 la réflexion de droite < g> (i.e. d’hyperplan < ¢>"1). On sait (cf.
V, 4.7.3) que 74(z) est donné, pour tout = € H, par la formule :

o(g, )
olg,9) ©

T(z)=2—-2

donc 74(z) = z — (¢T + £9)g = —qZg.

Sionaz € Petge PNG,on adonc: 7,(z) = —qzg = —s4(z).

Ceci permet d’éviter le recours a I’argument topologique dans 2.1, 6). En effet, si
pour un g € G on avait s € O~ (P), s, s’écrirait s; = 7, ... 7p, avec p; € PNG et
r impair et on aurait donc s4(z) = g2g = —p1...p, 2P1 ... Pr = —q1 271 pour tout
z € P (enposant g = p; ...pr). Posons alors g2 = giq. On adonc, g229; = -2 =T
pour tout z € P donc aussi pour tout £ € H. Mais, comme la conjugaison est un
anti-automorphisme, ceci est impossible.

b) Application : Calcul des automorphismes de H.

Théoréme 2.3.
Tout automorphisme de corps de H est intérieur, i.e. de la forme S, cf. ci-dessus.

Démonstration. (cf. aussi [Bl] Prop. 1.5). Soit 4 un automorphisme de H, u
conserve le centre de H, c’est-a-dire R et u|gr est un automorphisme de R, donc
ulr = IdR (cf. Chapitre V §1 Exercice 1).

Par ailleurs, on a g € P <= ¢* € R~ (cf. 1.7.3), donc, si on a g € P, on en déduit
u(q)? = u(q?) = ¢* € R, donc u(q) € P : u laisse P stable. De plus, pour q € P,
on a N(q) = —gq? et donc, comme u(g)? = ¢2, on a N(q) = N(u(q)) : u conserve
la norme. On a donc prouvé :

’ulp € O(Nlp) = O(3,R).

Or, i, j, k est une base orthonormée de P, relativement & N et donc i’ = u(i), j/ =
u(j), kK’ = u(k) est orthonormée. Il existe donc € = F1 tel que 4,5,k et ', 5, ek’
soient de méme orientation et, en vertu du théoréme 2.1, il existe g € G tel que
Von ait i’ = 54(2), j' = sq(j) et ek’ = s4(k) (avec les notations de 2.1). Mais, u et
Sy sont des automorphismes de H et donc, on a :

u(ij) = u(k) = &' = u(i)u(j) =iy,
et de méme s4(ij) = ek’ = s54(i)s4(j) = i'j’ donc € = +1.

On a donc u|p = 54 = Sg|p, mais aussi u|lg = Sy|g =1d, donc u = S, et u est un
automorphisme intérieur.

3. La structure de O+(4,R).

Il y a une autre opération de H sur H, celle vue au §1, & savoir la translation &
gauche Tj, définie par Ty(q') = qq’. Si q est dans G, il est clair que T}, conserve N,
donc T, comme S, est dans O(N) = O(4,R).

Cependant, ni T,, ni S; ne permettent d’atteindre O*(4,R) tout entier, (cf.
Exercice 1), mais la conjonction des deux va y parvenir.
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Précisément, on fait opérer le produit direct G x G sur H. Soient ¢;,q2 € G. On
pose, pour g € H, S;, 4.(9) = q19q2. Notons que l'on a Sy, 4, = Tg, 55 © Sg,-
On a alors les propriétés suivantes :

1) Sy, 4, est linéaire bijective, donc est dans GLr (H) ~ GL(4, R) et ’application
S:G x G — GL(4,R), définie par S(q1,g2) = Sg, 4, €st un homomorphisme.

2) L’application Sy, 4, conserve N, donc est dans O(N) =~ O(4,R).

3) Comme S est continu et G x G connexe, le méme raisonnement qu’au §2
montre qu’on a $(G X G) C O*(N) ~ O*(4,R).

4) Calculons Ker S : si Sg, 4, = Id, on a pour tout ¢ € H, 193z = ¢. Pour

g = 1, on trouve q; = g2, on voit ensuite que q; est central, donc ¢ = F1 = ga.
En définitive, on a montré :

Ker S = {(1’ 1)’ ("1’ "1)}

5) On a Im S = O*(N). En effet, soit g € O*(N), il y a deux cas :
1) Siona g(1) = 1, comme P = 11, on a g(P) = P et g|p € O*(3,R), donc,
en vertu de 2.1, il existe g € G tel que g|p = s,4, donc g = Sy 4.
2)Sionag(l)=r,ona N(r)=N(1) =1,doncr € G. On a alors :

Sr109(1)=Sr(r)=Trl=1
(remarquer que Sz = T¥). Donc, d’aprés le premier cas, il existe ¢ € G tel que
S7109 = Sq,q, i.6. ¢ = Srq,q- On a donc démontré le :

Théoréme 3.1.
On a un isomorphisme :

5: (G xG)/{(L,1); (-1,-1)} 5 OF(N) = O*(4,R).

On s’intéresse maintenant au groupe projectif PO*(4,R) = O*(4,R)/{14, -1d}.
Pour ceci, on cherche les couples (g1, g2) € G xG tels que Sy, 4, = —Id, c’est-a-dire,
tels que 'on ait, pour tout ¢ € H, 193z = —q.

Faisant ¢ = 1, on trouve q; = —qo, puis on voit que g est central d’ot1 g; = F1. Les
seuls couples convenables sont donc (1,—1) et (—1, 1). Soit alors V le groupe formé
par les 4 éléments (1,1), (—1,~1), (1,—1) et (—1,1), le théoréme d’isomorphisme
montre que S induit un isomorphisme :

S:(G xG)/V =5 PO*(4,R).
Mais, on a aussi un isomorphisme :
0: (GxG)V = G/{1,-1} x G/{1,-1}

obtenu & partir de ’homomorphisme (q1,g2) — (w(q1),7(g2)) oh 7 désigne la
projection canonique de G sur G/{1,—1}.
En comparant maintenant avec 2.1, on obtient le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.
On a un isomorphisme :

PO*(4,R) ~ O*(3,R) x O*(3,R).
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On notera, en particulier, que le groupe PO* (4, R) n’est pas simple, contrairement
3 tous les autres groupes PO*(n,R) pour n > 3 (cf. Chapitre VI, 7.1, voir aussi
les exercices 2, 3, 4 ci-dessous).

4. Quelques compléments sur H.

a) Relation avec SU(2, C).

Le corps C se plonge comme sous-corps de H, par exemple comme ’ensemble
des a + bi, (*) avec a,b € R et H est alors un C-espace vectoriel pour la loi
extérieure (A\,q) — g pour ¢ € H, et A € C (attention au sens). Une base de
H sur C est alors 1,5 et si ¢ est un quaternion, ¢ = a + bi + ¢j + dk, on a
g = 1{a + bi) + j(c—di) = 1A + jpu, avec A, p € C.

On fait alors opérer G sur H par multiplication & gauche : T,(¢’) = g¢’. On
a vu que T, est R-linéaire, mais elle est aussi C-linéaire (4 cause du sens
d’écriture), et inversible, donc T, est dans GL(2,C) et on a un homomorphisme
T : G — GL(2,C), injectif.

La matrice de Ty sur la base 1, j, pour ¢ = 1A + ju se calcule aisément :

ona Ty= (2 —Xu) avec A\ + ufi = 1, (puisque q € G).
On a les formules *T, = Tq‘1 et dét T, = 1, de sorte que T, appartient & SU(2, C),
groupe spécial unitaire relatif 3 la forme hermitienne standard AX + pfi sur C2.

De plus, on obtient ainsi toutes les matrices de SU(2, C) et on a donc le théoréme
suivant :

Théoréme 4.1.
On a un isomorphisme :

T:G =5 SU(2,C).

Avec le théoreme 2.1, on a aussitét :

Corollaire 4.2,
On a un isomorphisme SU(2,C)/{1d, —1d} ~ O*(3,R).
En particulier, le groupe SU(2,C)/{Id, —1d} est simple (cf. Chapitre VI, 6.1).

b) Le théoréme de Frobenius.

On peut se demander s'il existe d’autres corps que les quaternions qui soient des
R-algebres de dimension finie, afin d’obtenir, par exemple, les paramétrisations
analogues a celles des §2, 3 en dimension supérieure. Sous cette forme, la réponse
est négative :

Mais aussi comme ’ensemble des a + bj ou des a + bk,... On notera que dans le
corps (non commutatif) H, I’équation 2 = —1 a beaucoup de solutions!
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Théoréme 4.3 : (Frobenius).
Tout corps K contenant R dans son centre et de dimension finie sur R est
isomorphe 3 R, C, ou H.

Démonstration.

1) Supposons tout d’abord K commutatif et K # R. Soit a € K —R. Comme
on a[K : R] < +00, a est algébrique sur R (cf. III, 1.13), et comme son polynéme
minimal est irréductible sur R, il est de degré 2 (cf. III, 3.1.4). Le discriminant A
de ce polynome, qui est < 0, est donc un carré dans K, mais alors —1 aussi, de
sorte que K contient un sous-corps isomorphe 4 C. Mais K est a fortiori algébrique
sur ce sous-corps, donc, puisque C est algébriquement clos, on a K = C (cf. III,
1.17).

2) Supposons donc K non commutatif. Soit a € K — R, alors R[a] est un corps
commutatif de dimension finie sur R, donc isomorphe 4 C. On trouve ainsi dans
K un sous-corps isomorphe & C, que 'on désigne par C et on note i une racine de
—1 dans C.

Notons que C est alors un sous-corps commutatif maximal de K (cf. 1)), en
particulier, si x est dans K et commute 4 i, on a z € C.

Soit alors y € K —C, y ne commute pas & ¢ et on construit un élément z qui
anticommute 2 i. () On prend pour cela z = yi — iy, z est non nul et on a bien
iz = —zi.

Mais on a alors i22 = z2%i, donc 22, qui commute 3 %, est dans C. Comme on a
[R(2) : R] = 2 (car R(z) est commutatif) et R(z) # C, R(z)N C ne peut étre que
R, donc z2 est dans R.

Comme R(z) est un corps commutatif, 22 est méme dans R, sinon, si 22 = a > 0,
cette équation aurait au moins 4 racines dans R(z) : z,—z,+/a, —/a, or c’est
interdit car R(z) est commutatif. On a donc 22 = —a , avec a € R*. Posons
j = z/4/a, on a toujours ij = —ji, mais aussi 52 = —1. Si on pose k = ij, le
sous-espace de K engendré par 1,1, j, k est un souscorps de K, isomorphe a H.
On l'appelle donc H, on a H C K et il reste a voir qu’on a égalité.

2

3) Supposons K # H, soit u € K — H, on réitére le procédé du 2). On pose
v = ui — iu, v anticommute 3 i, et si | = v/v/—v2, ona li = —il et 12 = —1.
Considérons alors jl, on a jli = ijl, donc jl € C, et on en déduit que ! et v sont
dans H. Enfin, soit w = u? + iu, w commute 4 ¢, donc w est dans C C H, mais on

w
a ui= vt donc ui € H, et u € H, contradiction.

c) Les octaves de Cayley.

1] existe en dimension 8, une « algébre », non associative, qui est presque un corps,
c’est Ca, algébre des octaves de Cayley ou octonions. En voici une description
sommaire :

On prend Ca = H x H, avec sa structure naturelle de R-espace vectoriel, et la
multiplication définie par

(a1,92) (43, 95) = (14} — Bha2,» 9201 + dhaq).

Pour expliquer un peu les choses, on cherche & reconstituer le corps H dans K, en
particulier, on cherche un j.
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L’algebre Ca n’est ni commutative, ni associative, on a toutefois, la propriété plus
faible suivante, pour r,,7 € Ca, on a :

r2ry =ri(rire) et rir2 = (ryro)ra.

On définit un conjugué 7 de r par : (q1,92) = (q1,—@2) et une norme par
N(r) = r7 = 7r. On vérifie que, pour r = (g1, 42), ona N(r) = N(q1) + N(gz2) > 0.
On a encore N(ryrs) = N(r)N(r;) et,sionar € Ca, r # 0, r a un inverse
r~1 = 7/N(r) (cf. [Bbki] Algebre 1,2,3 p. 176 ou [AH] p. 107).

d) Les algébres de Clifford.

On peut tout de méme, pour étudier une forme quadratique g, construire une
algebre C(q), algebre de Clifford de g, qui rend & peu prés les mémes services que
H dans P’étude de O(g), mais cette algébre n’est pas intégre. (cf. [D] Ch.IL. §7,8,9
ou [A] Ch.V. §4).

e) Un peu de topologie.

Le groupe G, dont on a vu qu’il est isomorphe 3 SU(2,C), est un groupe
topologique (et méme un groupe de Lie) homéomorphe & la sphere S3. Clest
un phénomeéne exceptionnel, les seules sphéres munies de telles structures sont
SO = {1,-1}, S! ~ U et S3 ~ G, ces structures étant liées 2 la structure des corps
R, C, H (cependant la sphére S a aussi une structure, plus faible, liée 3 Ca). Ce
résultat est di & Adams, cf. [K] Ch. V §1 Th.1.6).

Par ailleurs, I’isomorphisme 5 du théoréme 2.1 qui est un isomorphismes de groupes
topologiques renseigne aussi sur la structure topologique de O*(3,R). En effet,
O*(3,R) apparait comme le quotient de S par I’antipodie, relation qui identifie
les points z et —z. Il est donc homéomorphe & 1’espace projectif P3(R). Le groupe
O*(3,R) est compact, connexe, car S3 I’est, mais non simplement connexe, puisque
G en est un revétement non trivial de degré 2. Comme G =~ S3 est simplement
connexe, ¢’est méme le revétement universel de O* (3, R), et le groupe fondamental
de O*(3,R) est Z/2Z, voir exercices 1,2.

(Pour des précisions sur ces questions, cf. [B] Ch. VIII §9,10 ou [G] Ch. VI §6 et
Ch. X. §6).

5. Les quaternions généralisés.

Dans tout ce qui suit, K désigne un corps commutatif de caractéristique différente
de 2.

Théoréme et définition 5.1.

Soient a, 3 € K*. Il existe une K-algébre H, g, de dimension 4, appelée algébre
des quaternions généralisés relatifs & o, 8 (et K), munie d’une base 1,i,j,k
telle que :

1) 1 est élément neutre pour la multiplication,

2 onai’=aq,j?=p,ij=—ji=k.

On identifie K avec le sous-corps des éléments a.1, pour a € K.

Remargue 5.2. On déduit aussitdt par associativité les formules :

k*=—af, jk=—kj=—Pi, ki=—ik=—aj
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Démonstration (de5.1) On définit H, s comme ci-dessus, et on vérifie ’associativité
(cf. Exercice 1 pour une démonstration matricielle).

On vérifie aisément que le centre de H, g est K.
On définit ensuite, comme dans H, le conjugué g du quaternion q = a+bi+cj+dk
par § = a— bi—cj —dk, et I'application ¢ — § est un antiautomorphisme de Hyp.
On pose enfin :

N(q) = q@ = Gq = a® — ab® — Bc? + afd>.
On a N(q) € K et N est encore une forme quadratique, mais, 3 la différence

de ce qui se passe sur H, elle peut étre d’indice v > 1 i.e. avoir des isotropes.
Précisément, on a le théoréme suivant :

Théoréme 5.3.
L’algébre H, g est un corps si et seulement si la forme N est anisotrope.

Démonstration.
1) Supposons N anisotrope et soit ¢ € Hy g, ¢ # 0. On a alors N(q) # 0, donc
1

g admet pour inverse ¢! =

N(q)
2) Si g est un vecteur isotrope non nul, on a gg = 0 avec g # 0, § # 0, de sorte
que H, g n’est pas intégre.

Corollaire 5.4.
Pour K = F,, l'algébre H, g n’est jamais un corps.

Ce résultat est un corollaire, soit du théoréeme de Wedderburn (Chapitre III, 4.9)
soit, plus simplement, du fait que si N est une forme quadratique sur F, en au
moins 3 variables, N admet des vecteurs isotropes non triviaux (V, 6.10, ou V, §6,
Exercice 6).

Lorsque N est d’indice v > 1, on a le théoréme suivant, pour lequel nous renvoyons
a [Bl] Th. 1.5.

Théoréme 5.5.
Si la forme N est d’indice > 1, I’algébre H, g est isomorphe & ’algébre des matrices
M(2, K).

Exemple 5.6. On prend ¢ = § = 1, on a donc —af = —1. On obtient un
isomorphisme de H, g sur M(2, K) en prenant :

=0 %) =(3 o) #=(5 o)

Si g = a + b + ¢j + dk, la matrice correspondante est :
a+b c+d
c—d a—-b)’

Revenons maintenant au cas général, on pose :

ap=H"={q€Hap|N(g) # 0}.
On a donc H* = Ha g —{0} si N est anisotrope, et sinon H* ~ GL(2, K), (cf.

1
5.5). Si g est dans H*, q est inversible et ¢~! = ——7.

N(q)
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On fait alors, comme au §2, opérer H* sur H = H, g par automorphismes
intérieurs. On pose pour g € H*, ¢ € H :

Sq(d) =ad'q7".
Un certain nombre de propriétés subsistent : S, conserve N, Selk = Idg et
S4(P) = P ou P = {bi+cj+dk|b,c,d € K} est 'espace des quaternions purs.
Si on pose s; = S|p on a donc un homomorphisme s : H* — O(N|p), et le
noyau de s est K N H* = K*.
On va montrer ensuite que s est & valeurs dans O*(N|p) en utilisant la technique
évoquée en 2.2.2.
Soit p € P avec N(p) # 0, la réflexion 7, associée & p est donnée par la formule de

V,4.7.3:

1 1

V€ P, 7p(z)=pZp " =—pzp .
Notons déja que si o, est le renversement d’axe p, on a 0p(x) = —7,(z) = sp(x).
Soit u € O3(K, N|p), nous verrons au Chapitre VIII, théoreme 5.7, que u est
produit de réflexions, u = 7, ... 7p,_ pour py,...,p, € P, avec N (ps) # O, Ventier
r étant pair si u est dans O, impair sinon. On a donc, en admettant VIII, 5.7 :

u(a:) = (—1)TP1 coprz(pr.. -pr)_l pour tout z € P,

On peut maintenant revenir a la question posée : soit ¢ € H* et supposons
84 € O~ (N|p), on aurait alors pour tout = € P :

sq(z) = gzq™! = —q'zq
Mais alors, si on pose u = ¢g~!¢/, on a, pour tout z € P, —z = uzu~!, ou encore,
T = uzu~l.
Comme cette derniére formule vaut aussi pout tout z € K, on aurait donc pour
tout z de H : T = uzu™?, avec u € H*, mais = — T est un antiautomorphisme et

z — uzu~! un automorphisme, c’est absurde.
En définitive, on a un homomorphisme s : H* — O3 (K, N|p) et s est surjectif car

les renversements sont dans I'image comme on I'a noté ci-dessus et ils engendrent
O+ (cf. VIII, 5.9) : on obtient le théoréme suivant :

Théoréme 5.7.
On a un isomorphisme s : H*/K* — OF (K, N|p).

=1 en posant ¢’ = p, ...p,.

Une application.

On reprend les notations de I’exemple 5.6 : @ = 8 = 1, et on note encore N
la restriction de N & P : on a donc N(bi + ¢j + dk) = —b% —c? + d? et N est
une forme d’indice 1 (de type Lorentz, au signe pres, cf. VIII, 4.10). On désigne
par (3(K, N) le groupe des commutateurs de OF (K, N). On a alors le résultat
suivant, qui découle aussitét du théoréme 5.7 et du calcul des commutateurs du
groupe linédaire, cf. IV, 3.1 :

Corollaire 5.8.
1) Avec les notations précédentes, on a un isomorphisme :

GL(2,K)/K* = PGL(2,K) ~ O} (K, N).
2) On a un isomorphisme :

PSL(2,K) ~ Q3(K, N).
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En particulier, on a : Of /Q3 ~ K*/K*? et ce groupe est non trivial en général
(comparer au cas euclidien, cf. VI, 3.4) et Q3(K, N) est simple, sauf si K = Fj
(cf. IV, 4.1).

Le théoréme 5.5 ci-dessus, montre que cet isomorphisme vaut pour tous les a,p
tels que N|p soit d’indice v > 1, ce que nous retrouverons aisément au Chapitre
VIII en montrant que pour un corps k donné, en dimension 3, les formes N d’indice
2 1 sont toutes équivalentes & un scalaire prés, donc ont des groupes orthogonaux
isomorphes, cf. VIII, 4.10.

Sur ce paragraphe, on pourra consulter [D] Ch. IT §9, [V] Ch. I §3 et [Bl] Ch. I
§3, ainsi que I’ exercice 3 ci-dessous pour 1’étude de la dimension 4.



EXERCICES SUR LE CHAPITRE VII

1. Définition du corps H.

1) Soit K un corps, A un K-espace vectoriel muni d’'une base (€:)ic1. Soit
v:Ax A— A une loi de composition sur A, supposée bilinéaire.
a) Montrer que, pour prouver I’associativité ou la commutativité de v, il suffit
de le faire sur la base i.e. de montrer les formules du type :
v(e;,v(ej ex)) = v(v(es;, ej),ex), pour tousi,j k€ I.

b) Soit ¢ : A — A une application K-linéaire. Montrer que ¢ est un
homomorphisme relativement a v si et seulement si on a, pour tous ¢, € I :

p(v(e: e5)) = viple:), plej))-

2) Soit H défini comme au §1. On se propose de prouver 'associativité de la
multiplication sur H.
a) Soit ¢ : H — H D’application R-linéaire définie par : o(1) = 1, o(i) = j,
a(j) = k, o(k) = i. Montrer que o est un automorphisme de H (utiliser 1)).
b) Méme question pour 7, défini par : 7(1) = 1, 7(¢) = —1, 7(j) =k, 7(k) = j.
c) Montrer que la vérification de I'associativité de H se rameéne & 5 cas (au
lieu de 27), conclure.

3) On prend la définition de H comme sous-algebre de M(4,R) (cf. §1).
a) vérifier les formules i = —1, ij = k...
b) Montrer que, si ¢ est non nul, M(q)/+/N(g) est dans O(4,R).
c) En déduire l'expression de M(g)~!, pour g # 0, puis la valeur de dét M (qg).

4) Soit L le sous-ensemble de M(2, C) défini par :
a -b
L={M(a,b)=<b E),aveca,bGC}.

a) Montrer que L est un sous-R-espace vectoriel de M(2, C), de dimension 4,
dont une base est formée des matrices M(1,0), M (i,0), M(0,1), M(0,1).
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b) Montrer que L est une sous-R-algebre de M(2, C) et donner la table de L
dans la base précédente. En déduire que L est isomorphe a H.

¢) Si ¢ = o+ Bi ++j + 6k est un quaternion, on pose R, = M(a+ Bi, v— 8i).
Montrer qu'on a Rz = ‘R, et N(q) = dét R,. Montrer que g est un quaternion pur
si et seulement si la trace de R, est nulle.

5) On identifie H au produit R x P, (P espace des quaternions purs) et on
munit P du produit scalaire (v |w) et du produit vectoriel v A w associés 3 la base
orthonormée i, j, k.

Montrer que, pour z,y € R et v,w € P, la multiplication sur H s’écrit alors :

(z,v)(y,w) = (zy — (v|w), zw+yv+vAw).

6) Soit E={neN|3z, y, 2, teN, n =2 +3% + 2% +¢?} (les sommes de
quatre carrés).
Montrer, en utilisant les quaternions, que ¥ est stable par multiplication. En fait,
on a ¥ = N, cf. par exemple [Bl] Th. 1.4.

2. Opération de H sur R3.

1) On reprend les notations du théoréme 2.1. Soit ¢ € G, on écrit ¢ = a+p, avec
a€R,pe P.On aalars N(g) = a® + N(p) = a® + ||p||> = 1. On pose a = cos 8,
||p|| = sin 8, pour 8 € [0, 7).

a) Montrer que s, est une rotation de P, d’axe <p>.

b) On suppose qu'on a p = bi, avec b € R, b > 0. Montrer que s, est la
rotation d’axe <p> et d’angle 26.

c¢) Dans le cas général, montrer qu'’il existe g € G tel que s4(q) = a + bi, avec
b€ R, b > 0. En déduire que la conclusion de b) reste valable.

d) Déduire de ce qui précede une autre démonstration de la surjectivité de s.

3. La structure de O*(4,R).

1) Montrer que les images respectives des homomorphismes g — T et ¢ — S,
de G dans O*(N) correspondent dans G x G au premier facteur et 4 la diagonale.

2) Soit G = G x G2 un groupe produit de deux groupes simples non abéliens .
a) Montrer que si N est un sous-groupe distingué de G et si (z,y) € N avec
z #1, il existe z € G, z # 1 tel que (z,1) € N.
b) Montrer que les seuls sous-groupes distingués de G sont {1}, G; x {1},
{1} x Gg et G.
c) Déterminer les sous-groupes distingués de PO*(4,R).

3) Soit H un sous-groupe distingué de O*(4,R), non contenu dans le centre.
a) Déterminer 'image H de H dans PO*(4,R).
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b) Montrer qu’on a —Id € H (utiliser un élément (4,1) ou (1,%) de G x G).
c¢) Déterminer tous les sous-groupes distingués de O* (4, R).

4) Soient ¢, € G, T; la multiplication & gauche par r dans H : T.(z) = rz et
soit 74 la réflexion de droite <¢>. On rappelle qu'on a 7,(z) = —¢Tq (cf. 2.2.2).
a) Montrer qu'on a 7,7, 74(z) = ¢grqrq = zq7q.
b) En déduire que les sous-groupes facteurs du produit

PO*(4,R) ~O%(3,R) x O*(3,R)

sont échangés par conjugaison par les isométries négatives.
Montrer que PO*(4,R) est le seul sous-groupe distingué non trivial de PO(4, R)
(cf. VI, 7.3.2).

5) Soit ¢ ’automorphisme de Gx G défini par ¢(z,y) = (y, z), P ’automorphisme
de O*(4,R) induit par ¢ et ¢ 'automorphisme de PO*(4,R) induit par 3.
a) Montrer que $ échange les deux facteurs isomorphes & O*(3,R) et en
déduire que @ n’est pas intérieur.
b) Montrer que % n’est pas intérieur (cf. VI, 8.1 ou VI, §8, Exercice 1).

4. Compléments sur H.

Pour les exercices de topologie qui suivent, on pourra par exemple se référer a [G]
Ch. V, Ch. VI §4 et Ch. VII.

1) Soit G le groupe des quaternions de norme 1. On pose
Up=G—-{k}, U;=G-{-k}

a) Montrer que 'on a G = U; U Uz, que U; et U; sont homéomorphes 3 R3
et que U; NU; est connexe.

b) Soit v : [0,1] — G un lacet continu. Montrer qu’il existe des points
to,...,tn €[0,1] tels que to =0 < t; <...<t, =1 et tels que, si y = Yt tasal>
on ait pour tout ¢ :

1)Im'y,-CU1 oulm v; C Uy,
2) ’y,'(t,') eU;nUs.

c) Montrer qu'’il existe, pour tout i, un chemin 6; contenu dans U; N U, et
joignant (0) et i(ts).

d) Si v et 6 sont des chemins, on désigne par ¥ le chemin v parcouru 3
I'envers et, si 'origine de § est égale & extrémité de +, par vV 6 le chemin obtenu
en parcourant 7y puis 6.

Montrer que les lacets v, V 63, 61 V 2 V 82 ... sont homotopes & zéro. En déduire
que 7 est homotope & zéro, donc que G est simplement connexe.

2) Soit p: G — G/{1,—1} = G la projection canonique.
a) Soit -« : [0,1] — G un lacet continu tel que v(0) = ¥(1) = 1. Montrer qu’il
existe 6 : [0,1] — G, unique, tel que § soit continu, qu’on ait §(0) = 1 et pour
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tout t € [0,1], pd(t) = «(t) (on recouvrira ([0, 1]) par des ouverts suffisamment
petits).
(11 s’agit du lemme de relévement des chemins dans un revétement, attention, §
n’est plus un lacet, a priori).

b) Relévement des homotopies.
Soit H : [0,1]? — G une application continue telle que, pour tout u € [0, 1],
on ait H(0,u) = H(l,u) = 1. Montrer qu'il existe une application continue
K :[0,1]> — G unique, telle que K(0,u) = 1 pour tout u et p(K (¢, u)) = H(t,u)
pour tous t,u € [0,1].

c) Soit v un lacet de G, d’origine 1, § son relévement dans G (cf. a)). Montrer
que si on a §(1) = 6(0) = 1, +y est homotope 2 0.
Montrer que si on a §(1) = —1, y n’est pas homotope a 0 (cf. b)).

d) Montrer que si 7,7’ ne sont pas homotopes 4 0, ils sont homotopes entre
eux et que vy Vv’ est homotope 4 0.

e) En déduire que O*(3,R) n'est pas simplement connexe et que son groupe
fondamental est isomorphe a Z/2Z.

f) Montrer que le lacet t — p(k,2nt), pour t € [0,1] (rotations d’axe <k >,
d’angle 27t) n’est pas homotope & 0 dans O*(3,R).

5. Les quaternions généralisés.

1) Soit K un corps de caractéristique différente de 2, soient o, 3 € K et L une
extension de K dans laquelle a est un carré, a = a2, avec a € L. On considere la
sous-K -algébre A de M(2, L) engendrée par les matrices :

i=(6 %) =i=(2 8)

a) Montrer que A est de dimension 4 sur K, de base 1,3, j, k avec k =ij.
b) Montrer que A est isomorphe a H, 5. Etudier le cas ol a est dans K.

2) Soit K un corps, de caractéristique différente de 2 et soient a,b € K*.

a) Montrer que si —ab est un carré la forme quadratique az? + by? possdde
des vecteurs isotropes.

b) Montrer que si g est une forme quadratique sur un espace E de dimension
4 et si on a v(q) = 1, le discriminant A(q) n’est pas un carré (utiliser a) et VIII,
2.4).

c¢) Déduire de b) que, pour o, 8 € K, la forme 22 — ay? — §2% + aft? est
d’indice 0 ou 2 (i.e. anisotrope ou hyperbolique, cf. Chapitre VIII §3 et 4).

3) Soit K un corps, de caractéristique différente de 2, soient a,3 € K* et
H=H,p.
a) Soit ¢ € H* et soit 7, la réflexion orthogonale (relativement & N), de droite
< ¢>. Montrer que, pour tout z € Hon a :

7¢(X) = —qTq/N(q) = -7 'Tq.

b) Soit u € Oy (N), montrer qu'il existe a,b € H* tels que, pour tout z € H
on ait u(z) = aZb (cf. VIII, 5.7).
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¢) Soit u € Of (N), montrer qu'il existe a,b € H* tels que, pour tout x € H
on ait u(z) = arb. Montrer qu’on a alors N(a)N(b) = 1.

d) Soit U = {(a,b) € H* x H*|N(a) = N(b)}. On pose pour (a,b) € U et
g€ H: S,(q) =agb™.
Montrer que S est un homomorphisme de U dans O4(N) et calculer Ker S.

e) Montrer qu'on a S(U) C O (N) (cf. b)) puis S(U) = OF (N) (cf. ¢)). En
déduire qu’on a un isomorphisme :

S :U/Ker S ~ Of (N).

f) On suppose « = B = 1. On a alors (cf. VII, 5.6) H ~ M(2,K),
H* ~ GL(2,K), et N, qui correspond au déterminant, est une forme hyperbolique
(cf. Exercice 2).
Montrer alors les points suivants :

1) L’ensemble U correspond & {(u,v) € GL(2, K) x GL(2, K) | dét u = dét v}.

2) On aKerS~ {(A\, X)X € K*}.

3) Le groupe dérivé D(U), est isomorphe & SL(2, K) x SL(2, K).

4) Le groupe Q4(N) = D(Oj (N)) est isomorphe au quotient du précédent
par {(Id,1d), (-Id,-1d)}.

5) On a un isomorphisme P4 (N) ~ PSL(2,K) x PSL(2, K), cf. VIII, §8 et
VIII, 9.3.







VIII. LE GROUPE ORTHOGONAL,

CAS GENERAL

1. Introduction.

Dans tout ce chapitre k désigne un corps commutatif de caractéristique différente
de 2, E un k-espace vectoriel de dimension finie n, q une forme quadratique non
dégénérée sur E, f sa forme polaire. Sauf mention expresse du contraire, ces
notations valent pour I’ensemble du chapitre.
Hormis la restriction sur la caractéristique, nous étudions donc ici le cas de la forme
quadratique la plus générale. On notera en particulier, comparant au Chapitre VI,
que :

1) le corps k est quelconque (et plus nécessairement R),

2) la forme ¢ est quelconque (donc plus nécessairement anisotrope).
La plupart des résultats de ce chapitre sont valables dans ce cadre général. On
aura cependant parfois besoin de I’hypothése v(g) > 1 (i.e. Pexistence de vecteurs

isotropes). Les vecteurs et sous-espaces isotropes sont d’ailleurs au centre des
techniques utilisées dans ce chapitre.

Nous renvoyons au chapitre V pour toutes définitions et propriétés élémentaires
concernant 1’orthogonalité, I'isotropie, les groupes O(q) et O*(q)...

2. Plans hyperboliques.

Définition 2.1.
Soit P un plan (i.e. un k-espace vectoriel de dimension 2), ¢ une forme quadratique

sur P de forme polaire f. On dit que (P, q) est un plan hyperbolique s’il existe
une base e1, ez de P telle que l'on ait :

gler) =q(e2) =0 et f(er,e2) = 1.

La base ej,e; est dite hyperbolique et on dit aussi que q est une forme
hyperbolique.
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Remarques 2.2.

1) La matrice de ¢ dans la base e;, e, est . En particulier le discriminant

01
10
A(q) vaut —1 et g n’est pas dégénérée. Pour v € E, écrit dans cette base
v =1ze; + ye; € E, on a q(v) = 2zy.

2) Si on a deux vecteurs e, ey, avec g(e;) = g(e2) = 0 et f(e;,ez) # 0, ces
vecteurs sont indépendants et le plan engendré est hyperbolique (remplacer ez par
ez/f(el, 62))-

3) Si e;, ez est une base hyperbolique de P, les droites <e; > et < ez > sont
isotropes et non orthogonales. De plus, ce sont les seules droites isotropes de P,
comme le montre la formule : g(ze; + yex) = 2ry. Cette remarque, jointe a la
précédente, montre que dans un plan hyperbolique tout vecteur isotrope non nul
peut toujours étre pris comme premier vecteur d’'une base hyperbolique.

4) Si e, ez est une base hyperbolique, et si on pose €, = e; + 6—2, €2 =€) — %2,
€1,€2 est une base de P dans laquelle ¢ a pour matrice (1) _01> .Siv € F est

écrit dans cette base v = x£; + ye2, on a g(v) = 2% — 3.
5) Lorsque k est le corps des nombres réels, 'ensemble H = {v € P | g(v) = 1}
est une hyperbole, ce qui explique la terminologie.

La proposition suivante caractérise les plans hyperboliques :

Proposition 2.3.

Soit P un plan muni d’une forme quadratique q. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

1) (P,q) est un plan hyberbolique,

2) q est non dégénérée et d’indice v(q) > 1,

3) le discriminant de q est égal & —1 & un carré prés.

Démonstration. 1l est clair que 1) implique 2) et 3). Si on a 2), soit z un vecteur
isotrope non nul, comme on a Ker f = 0 il existe 2 € E tel que f(z,z) # 0.
Posons y = z+ Az, avec A € k, on a encore f(z,y) = f(z,2) # 0. Mais pour un X
convenable, on a aussi g(y) = 0 (prendre A = —q(z)/2f(z, 2)) et on conclut alors
a ’aide de la remarque 2.2.2.

Si on a 3), la forme ¢ est non dégénérée car son discriminant est non nul. Par
ailleurs, dans une base orthogonale on a g(ze; + ye;) = az? + by? et I'hypothése

affirme que —ab est un carré non nul, donc aussi = —ab (=) et on a alors le

a
[ b
vecteur isotrope 1/ ——e; + e2.
a

L’une des propriétés essentielles des plans hyperboliques est qu’on peut toujours
englober une droite isotrope dans un tel plan :

Proposition 2.4,

Soit x € E un vecteur isotrope (non nul). Alors, il existe un plan P contenant x
tel que q|p soit hyperbolique.

Démonstration. Comme ¢ est non dégénérée, il existe y € E tel que f(z,y) # 0.
Comme z est isotrope, y n’est pas colinéaire & z, donc P =<,y > est un plan.
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Posons a = f(z,y), dans la base z,y, g|p a pour matrice 2 (; avec b = ¢(y),

mais alors ¢|p est non dégénérée et d’indice > 1, donc est hyperbolique d’apres la
proposition 2.3.

Proposition 2.5 (Classification des plans suivant leurs isotropes).

Soit P un plan muni d’une forme quadratique g (éventuellement dégénérée). Les
cas suivants sont alors les seuls possibles :

a) q est anisotrope (donc non dégénérée), P ne contient aucune droite isotrope,
b) q est hyperbolique, P contient exactement deux droites isotropes,

¢) q est de rang 1, P contient une seule droite isotrope (i.e. Ker q), donc au moins
trois droites non isotropes,

d) ¢ = 0, toute droite de P est isotrope (et il y a au moins 4 droites).

Corollaire 2.6.
Si P contient 3 droites isotropes, on a g|p = 0 : P est totalement isotrope.

Démonstration (de2.5). Si g est non dégénérée, on est dans les cas a) ou b) (cf. 2.3).
Si g est de rang 1, soit e; une base de Ker g, complétée par e2. On a g(e2) = a # 0
(car g est non nulle) et donc g(ze; + yez) = ay® ce qui montre que < e; > est
I'unique droite isotrope de P.

Comme on a car (k) # 2, il y a au moins 4 droites dans un plan, portées par
e1,€2,€1 + e3,e1 — ez (cf. Chapitre IV §5 Exercice 2), donc, ici, au moins trois
droites non isotropes. Enfin, si ¢ = 0, toutes les droites sont isotropes et il y en a
au moins 4.

On a, avec les plans de rang 1, un résultat analogue 4 2.4 :

Proposition 2.7.
On suppose n > 3. Soit x € E un vecteur isotrope non nul. Il existe un plan P
contenant x, tel que g|p soit de rang 1.

Démonstration. Soit H = (z)* I'hyperplan orthogonal & z. L’hyperplan H n’est
pas totalement isotrope, sinon on aurait n — 1 < v(q) < g, (cf. V, 3.12), donc

n < 2. Soit donc y € H non isotrope donc non colinéaire 4 z. Alors le plan
P =<z,y> convient.

3. Espaces hyperboliques.

Définition 3.1.

Avec les notations du § 1, (E, q) est appelé un espace hyperbolique si on a une
décomposition en somme directe orthogonale : E = Py 1 ... 1 P, oi1 chaque P;,
muni de q|p,, est un plan hyperbolique. La forme q est dite hyperbolique.

Remarques 3.2.

1) Si E est hyperbolique, la dimension de E est égale 4 2r donc est paire.

2) Si on prend une base hyperbolique (e;,¢;) de chaque P; la matrice de ¢ dans
Ir

la base ey,...,e., €1,...,&r est de la forme : 7 1o
T

, ou I, est la matrice unité

de dimension r.
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3) Dans une base orthogonale convenable, ¢ a pour matrice ( I[; OI ), (cf.
S

2.2.4).

4) Dans un espace hyperbolique de dimension n = 2r il y a un sous-espace
totalement isotrope de dimension r (prendre un vecteur isotrope dans chaque F;).
Un tel sous-espace est parfois appelé un lagrangien. Notons que I'indice v(q) vaut
g c’est-a-dire le maximum possible.

5) Lorsque 'on a k = R et n = 2p, la forme ¢ est hyperbolique si et seulement
si elle est de signature (p,p).

La proposition suivante est une généralisation de 2.4.

Proposition 3.3.

Soit F' un sous-espace de E, Fy = Kerg|r, U un supplémentaire de Fy dans F,
de sorte que 'on a F = Fy L. U. Soit u,,...,u, une base de Fy. Il existe alors des
vecteurs vy, ..., v, € E tels que :

1) pouri=1,...,r, P, =<u;,v;> est un plan hyperbolique (pour q|p,) et u;,v;
en est une base hyperbolique,

2) les sous-espaces U, P,..., P, sont en somme directe dans E et deux & deux
orthogonaux.

Commentaire 3.4.

Posons G = Pj1... L P, 1U. Comme U et les P; sont des sous-espaces non
isotropes de E, G est non isotrope (il suffit de regarder le discriminant pour s’en
convaincre). Comme G contient F', on a plongé le sous-espace F (qui est isotrope
si Fy est non nul) dans un sous-espace non isotrope. De plus, la dimension de G
(i.e. dim F + dim Fp) est minimale pour cette propriété. En effet, si on a FF C G/,
avec G’ non isotrope, soit H ’orthogonal de Fy dans G’, on a F C H donc :
dimG’ = dim Fy + dim H > dim Fy + dim F.

Cette proposition permet dans de nombreux cas de ramener un probléme concer-
nant les sous-espaces au cas des sous-espaces non isotropes (cf. §4). Elle admet de
nombreux corollaires que nous énongons avant de la démontrer.

Dans le cas particulier ol F est totalement isotrope, la proposition 3.3 fournit le
résultat suivant :

Corollaire 3.5.

Si F C FE est totalement isotrope, il existe H C E hyperbolique tel que F C H et
dim H = 2dim F, on dit que H est une extension hyperbolique de F.
Démonstration. On applique 3.3 4 F,avec Fp =F,U={0} et H=P;1...1P,.
On en déduit une caractérisation des espaces hyperboliques :

Corollaire 3.6.

Un espace (E, q) est hyperbolique si et seulement si il posséde un lagrangien (i.e.
un sous-espace F' totalement isotrope avec dim E = 2dim F).

Démonstration. Dans un sens c’est la remarque 3.2.4 précédente, dans ’autre le
Corollaire 3.5 ol on a H = E pour une raison de dimension.

On peut aussi achever la démonstration de V, 6.6 (calcul de I'indice) :
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Corollaire 3.7.
On suppose k = R et q de signature (p,n — p). Alors on a v(q) = inf(p,n — p).

Démonstration. On a vu au Chapitre V l'inégalité v(q) > inf(p,n — p). Si F est
totalement isotrope de dimension v, soit H une extension hyperbolique de F'. On a
E = H 1 H* et, si (r, s) est la signature de |y, la signature de g|y étant (v, v),
celle de g est donc v + r,v + s, doi v < inf(p,n — p), (cf. aussi Chapitre V §6
Exercice 6).

Il reste tout de méme & prouver la proposition 3.3 :

On raisonne par récurrence sur r = dim Fjp.

1)Sionar=1,onaUCFetU#F,donc F- cU+ et F+t #U"L.

Soit @ € U+ — F+ de sorte que f(a,u;) est non nul. Alors, P =<a,u; > est un
plan, hyperbolique (cf. 2.3) dont on trouve le vecteur v; par 2.2.3. Enfin, P est
orthogonal a U.

2) Supposons 7 > 1 et posons Uy =< ug,...,ur > LU. Ona Uy C F

et Uy # F, donc aussi F* C Ui et F+ # Ui, Soit a € U{-—F*, on a
f(a,u;) # 0 et P, =<a,u; > est un plan hyperbolique orthogonal & U,. Posons
Fi=U1P =<uz,...,u,>1LU 1L P.
On a Ker g|p, =< u2,...,u, > (car U L P, est non isotrope). On peut donc
appliquer & F; ’hypothese de récurrence. On trouve alors des vecteurs v, ..., v,
de E tels que P; =< wu;,v; > soit hyperbolique, tels qu'on ait P; L P; pour
i,7>2, i #3j,et P, L (U LP) pour ¢ > 2 et on trouve enfin v; par 2.2.3.

4. Le théoreme de Witt.

a) Le théoréme de Witt, énoncé et démonstration.

Nous avons vu, au Chapitre VI, Lemme 3.1, que, dans le cas euclidien, le groupe
O(q) opeére transitivement sur les sous-espaces de dimension donnée de E. Mais
nous avons remarqué que le résultat ne subsistait pas dans le cas général. Le
théoreme de Witt décrit cette situation en ramenant la détermination des orbites
de O(q) dans les sous-espaces de E & un probléme d’équivalence des formes :

Théoréme 4.1 : (Witt).

Soient F, F’ deux sous-espaces de E. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1) il existe u € O(q) tel que u(F) = F’,

2) les formes q|f et q|F+, sont équivalentes,

3) il existe une isométrie o : F — F', relative 3 q|r et q|p.

Remargues 4.2.

1) On peut aussi chercher les orbites sous O*(g), cf. §4 Exercice 1.

2) Le théoreme de Witt est valable dans le cas d’une forme alternée ou
hermitienne, cf. [D] Ch. I §11.

3) La variante 2) est particulitrement commode quand on connait bien la
classification des formes sur k (par exemple, si k est algébriquement clos ou k = R,
ou k = F,). Plus généralement, on peut appliquer le théoréme & des sous-espaces
F tels que g|r soit bien connue ; on en déduit par exemple que O(q) est transitif
sur les droites isotropes, ou sur les plans hyperboliques ...

Démonstration (de 4.1).

1) I est clair que 2) et 3) sont équivalents et que 1) implique 3). Pour prouver

que 3) implique 1), nous prouverons en fait le résultat plus précis suivant :
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Théoréme 4.3 (Witt).
Sionao: F — F' comme en 4.1.3, il existe u € O(q) tel que u|r = 0.

Démonstration (de 4.3).
a) Réduction au cas ou F est non isotrope.

Supposons le théoréme prouvé dans ce cas, et soit F' isotrope. On utilise la
Proposition 3.3 en écrivant : F = Fy L U, avec Fy = Kerg|r. Comme o est une
isométrie, on a o(F) = F' = o(Fp) Lo(U) et o(Fp) = Ker g|p+. Soit uy,. .., u, une

base de Fy et vy, ...,v, des vecteurs, comme en 3.3. Alors si on pose u} = o(u;),
u}...u, est une base de o(Fp) et la méme proposition 3.3 fournit des vecteurs
v}, .,V avec les propriétés analogues. Si on pose P, =<u;,v;>, P! =<ul,v}>,

les plans P;, P; sont hyperboliques, de bases hyperboliques (u;,v;) et (u},v!) et on
a P; L P;, pour i # j, et P; LU et de méme, P} 1 P}, pour i # j, et P{ L o(U).

OnposealorsG=P, L ... LP,1UetG' =P/ 1 ... LP! 10(U). Lesous-espace
G est non isotrope et on prolonge o en ¢, définie sur G en posant o, (v;) = v}. Il
est clair que o) est une isométrie de G sur G’ et comme G est non isotrope, o,

s’étend en une isométrie de E, donc aussi o.

b) Démonstration dans le cas ou F est non isotrope.
On raisonne par récurrence sur dim F.
1) On suppose dim F' = 1, de sorte qu'on a F =< z >, avec ¢(z) # 0. Soit
y = o(z), on a donc ¢(z) = ¢(y). On a alors le lemme suivant :

Lemme 4.4.
Sion a g(z) = q(y) # 0, I'un des vecteurs x + y ou z — y est non isotrope.

(Sinon on a ¢(z +y) = 0 = 2¢(z) +2f(z,y), ¢(z —y) = 0 = 2¢(z) —2f(z,y), d’on,
en ajoutant, 4¢(z) = 0 et c’est absurde).

Soit alors € = F1 tel que z + ey soit non isotrope (cf. 4.4), et H =<z +ey>* qui
est un hyperplan non isotrope. Soit 7y la réflexion orthogonale par rapport 3 H
(cf. V, 4.6). Comme x — ey est dans H, on a 7y(z) = —ey, donc —erp(z) =y .
Mais alors, —e7Ty est dans O(q) et prolonge o, cqfd.

2) Le cas dim F > 1.
On suppose avoir prouvé que pour tout espace (E, q), tout sous-espace F' non
isotrope de E de dimension < r et toute isométrie o de F dans E, ¢ s'étend
en une isométrie de E. Soit alors F' C E non isotrope avec dimF = r + 1 et
o :F — F’. On peut écrire F = F, L F, avec F; C F, F; + F et F; non isotrope
(on prend une base orthogonale de F' et on la partage en deux).
Alors, 01 = o|r, se prolonge & E en 11 € O(g) par 'hypotheése de récurrence.
Quitte & remplacer ¢ par 7; ', on est ramené au cas ol o| r =1d (si u € O(q)
prolonge 7, !¢, Tu prolongera o).
Mais, si o|r, = Id, comme on a F; C Fi*, on en déduit o(F;) C Ft. On
applique alors ’hypothése de récurrence & F; vu comme sous-espace de Fit. Alors,
02 = J|F, s'étend en une isométrie 7; de Fi'. Mais alors, commeona E = Fy 1 Fi,
l'isométrie Id, 1 72 prolonge o ce qui acheve de prouver 4.3.

b) Le théoréme de Witt : les corollaires classiques.

Notations : Nous utiliserons, outre les notations du § 1, les abrévations suivantes :
seli pour sous-espace totalement isotrope,
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setim pour sous-espace totalement isotrope maximal.
Le premier corollaire permet de mieux comprendre ce qu’est I'indice v(q) :

Corollaire 4.5.

a) Tout seti est contenu dans un setim,

b) Si F est un seti et F’ un setim, on a dim F' < dim F”,
¢) Tous les setim ont méme dimension, & savoir v(q).

Démonstration.

Le point a) est clair car E est de dimension finie.

Pour b), supposons dim F' > dim F’. Soit F; C F tel que dim F} = dim F’. Comme
alr, = qlz =0, il existe une isométrie u de E telle que u(F,) = F' (th. de Witt).
Mais alors on a u(F') O F', u(F) # F' (dimension) et u(F') est totalement isotrope,
ce qui contredit le fait que F’ est un setim. Enfin, c) résulte aussitét de b).

Corollaire 4.6.
Si F,F' C E sont isométriques (i.e. si on a q|lr ~ gq|p/), F*+ et F'* sont
isométriques.

Démonstration. Par Witt, on a u € O(q) tel que u(F) = F’ donc on a aussi
u(Ft) = F't, ce qui prouve que ces sous-espaces sont isométriques.

Corollaire 4.7.

1) L’espace E admet une décomposition orthogonale E = H 1. G avec H hyper-
bolique et G anisotrope.

2) Si on a une telle décomposition, on a dim H = 2v(q).

3) Si on a deux décompositions du type de 1), E = H 1 G = H' 1. G, il existe
u € O(q) tel que u(H) = H' et u(G) =G'.

Si on pose ¢, = ¢|g, la forme anisotrope q, est bien définie par q, & équivalence
pres.

Démonstration.

1) Soient F un setim de E, H une extension hyperbolique de F' (cf. 3.5) et
G =H". Ona E = H1G car H est non isotrope et G est anisotrope (sinon F
ne serait pas un setim).

2) Soit F un setimde H,on adimH =2 dimF et F1G C F*,doncily a
égalité pour une raison de dimension. Soit z € F*,onaz =y + z, avecy € F et
z € G, donc ¢(x) = ¢(z). Comme g|g est anisotrope, si z ¢ F, z n’est donc pas
isotrope, ce qui prouve que F est aussi un setim de E, donc qu'on a dim F = v.

3) Comme on a dimH = dim H’, les espaces hyperboliques H et H’ sont
isométriques, donc d’aprées Witt, il existe u € O(q) tel que u(H) = H’, donc
aussi u(G) =u(Ht) = H* =G".

Corollaire 4.8 (équivalence des formes).
Soient q,q' deux formes non dégénérées sur E. Avec les notations de 4.7, on a :

1) v(q) = v(¢'),

o '4=,{
11 2)QaNQr’z'

(Cela résulte aussitét du Corollaire 4.7).
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Remargue 4.9. Le corollaire 4.8 rameéne la classification des formes quadratiques
a celle des formes anisotropes, mais il faut étre conscient du fait que dans les cas
non triviaux (par exemple pour k = Q), le plus gros du travail reste & faire! (cf.
[S1] Chapitre IV).

Corollaire 4.10.
On suppose dim E = 3 et v(q) = 1. Alors q est équivalente, & un scalaire prés, a la
forme de Lorentz L (i.e. la forme 2% + y*> — 22). En particulier on a O(q) ~ O(L).

Démonstration. On écrit £ = P 1 D ou P est un plan hyperbolique et D une
droite non isotrope (cf. Corollaire 4.7). Sion a D =<e> et g(e) = A, la forme g/
est équivalente a la forme de Lorentz. En effet, le plan P est encore hyperbolique
pour cette forme et, dans une base convenable, ¢/A a donc pour matrice :

1 0 0
0 -1 0
0 0 1

Ce corollaire montre qu’en dimension 3, pour les formes d’indice 1, il y a un seul
groupe orthogonal a étudier (qui ’a d’ailleurs été a la fin du Chapitre VII). Pour
la dimension 4, cf. Exercice 2 §4.

5. Générateurs et centres de O(q) et Ot(q).

Les techniques sont les mémes qu’au Chapitre VI, mais il faut faire attention
aux sous-espaces isotropes. Dans toute la suite de ce chapitre les réflexions et
renversements considérés seront toujours orthogonaux (cf. V, Proposition 4.6 et
Remarques 4.7).

a) Les centres de O(q) et de O*(q).

Théoréme 5.1.
Pour n > 3, le centre de O(q) est Z = {Id, —1d}.

Démonstration. Soit D une droite non isotrope et 7p la réflexion définie par D.
Si u centralise O(q), on a uTpu~! = 7,(p) = 7p (cf. V, 4.8) donc on a u(D) = D
et u laisse invariantes toutes les droites non isotropes.

Si P est un plan non isotrope, il est déterminé par deux de ses droites non isotropes
(par exemple une base orthogonale). On a donc aussi u(P) = P. La conclusion
résulte alors de IV, 2.8 et du lemme suivant :

Lemme 5.2.
On suppose n > 3. Alors, toute droite isotrope est intersection de deux plans
hyperboliques, donc non isotropes.

Démonstration (de 5.2) Soit £ # 0, un vecteur isotrope et y € E tel que
f(z,y) # 0, de sorte que le plan P =< z,y > est hyperbolique (cf. 2.3). Alors,
P et donc aussi P‘, sont non isotropes. Soit z € P+, non isotrope. On a
flz,y+ 2) = f(z,y) # 0, donc < z,y + z > est un autre plan hyperbolique et
ona:

L<z>=<Lr,y>N<z,y+2>.
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Théoréme 5.3.
Pour n = 2, le centre de O(q) est {Id, —Id}, sauf si E est un plan hyperbolique
sur le corps Fg.

Démonstration. Si u centralise O(q), u laisse invariantes toutes les droites non
isotropes de E. Si g est anisotrope, il est clair que u est une homothétie. Sinon,
E est un plan hyperbolique, dont deux droites seulement sont isotropes (cf. 2.2.3)
et qui contient donc, si |k| > 3, au moins 3 droites non isotropes (si e;,e; sont
isotropes, e; + ez, €1 — ez, e; + Aex avec A # 0, 1, —1, sont non isotropes).
Mais alors u est une homothétie (car u admet trois droites propres distinctes). Le
cas du plan hyperbolique sur F3 est effectivement exceptionnel, cf. §6.

Théoréme 5.4.
Pour n > 3 le centre de O%(q) est Z N O*(q), c’est-a-dire {Id} si n est impair,
{Id, —Id} sin est pair.

Démonstration. Soit P un plan non isotrope, op le renversement de plan P. Si
u centralise O*(q), on a : uopu = op = 0y(p), donc u(P) = P. La conclusion
résulte alors du lemme habituel (cf. IV, 2.8), du Lemme 5.2 ci-dessus, et du lemme
suivant :

Lemme 5.5.
On suppose n > 3. Toute droite non isotrope est intersection de deux plans non
isotropes.

Démonstration. Soit D =< z >, avec z non isotrope et soient y,z € D+, non
isotropes et linéairement indépendants (par exemple des vecteurs d’une base
orthogonale de D, qui est non isotrope et de dimension > 2 par hypothese).
Alors, on a <z >=<z,y> N <z,z> et les plans sont non isotropes.

Remarques 5.6.

1) Pour n = 2, nous verrons au §6 que O*(gq) est commutatif.

2) Remarquons que dans les théorémes précédents, nous démontrons en fait que
le centralisateur de O(q) ou O*(q) dans GL(E) est le groupe k* des homothéties.

b) Générateurs des groupes O(q) et O*(q).

Théoréme 5.7.
Le groupe O(q) est engendré par les réflexions.

Démonstration. On procede par récurrence sur n, la propriété est claire pour
n = 1. Soit n > 1 et supposons le résultat établi jusqu'a n — 1. Soit u € O(g).

1) Supposons qu'il existe £ € E, z # 0, non isotrope, tel que u(z) = z. Soit
H =<z >* I'hyperplan orthogonal, non isotrope lui aussi. On a u(H) = H et on
peut appliquer I’hypothese de récurrence a4 u|g. On a: u|lg = 7 ...7, ol 7; est
une réflexion de H. Mais, si on pose ¢; = 7; LIdy.1, o; est une réflexion de E, et
comme u(z) =z,onau=a...0.

2) Soit z € E, = # 0, non isotrope et soit y = u(z). Supposons z—y non isotrope
et soit H = (z — y)*. Comme z + y est dans H, on a, si 7y est la réflexion par
rapport & H, 7y(y) = z, donc 75 o u(z) = z. On est donc ramené au cas 1), on a
THU=T1...Tydonc u = 7rg71... 7.

3) Avec les notations de 2), si le vecteur £ — y est isotrope, alors  + y est non
isotrope (cf. 4.4). Alors, si H =<z +y>, ona 7y (y) = —z. Soit alors L =<z >+,
on a 71(z) = —z, d'ott 7L 7Hu(z) = z et on est ramené au cas 1).
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Remargue 5.8. Nous montrerons au § 7 que tout élément de O(q) est produit d’au
plus n réflexions.

Théoréme 5.9.
Pour n > 3, le groupe O*(q) est engendré par les renversements.

Démonstration. Si T est une réflexion, on a dét r = —1, donc si u est dans O*(q),
u est produit d’'un nombre pair de réflexions. Le théoréme 5.9 résulte alors du
lemme suivant :

Lemme 5.10.
Sion an > 3 et sin, 7, sont des réflexions, il existe des renversements o,,0; tels
que 102 = N1 72.

Démonstration (de 5.10).

1) Sin =3, —7; est un renversement et on a 1172 = (—71)(—72).

2) Dans le cas général, soient Hq, H les hyperplans de 71,72. Ona Hi* =<z;>,
avec r; non isotrope, donc (Hy N Hy)* =<1, z2>. On peut supposer H; # Ho,
donc dim(H; N Hz) = n — 2. Le sous-espace H; N H; est peut-&tre isotrope, mais
comme Ker q|g,nx, = Kerq|<, z,>, €t comme z;,z, sont non isotropes, on a
dimKer g| i, nH, < 1. Il existe donc un sous-espace V' de Hy N H; non isotrope de
dimension n — 3, etonaalors E=V 1LV+. SurV,onan =7 =1Id, et sur V4,
qui est de dimension 3, on a 717, = 6103, 0; renversement de V. Il suffit alors de
prolonger ¢; par l'identité sur V en o] qui est encore un renversement, pour avoir
T1T2 = 010%.

6. La dimension 2.

Dans tout ce paragraphe, on suppose dim E = 2.
a) Les éléments de O(q).
Le premier résultat est le méme que dans le cas euclidien, cf. VI, 4.1 :

Théoréme 6.1.

1) Siu est dans O~(q), u est une réflexion.

2) Si u est dans O%(g), on a u = 7172, oll 7172 sont des réflexions, I'une d’entre
elles pouvant étre choisie arbitrairement.

3) Soient u€ Ot (g) et € O~ (q), onarur~! =7ur=u"'.

4) Le groupe O*(q) est commutatif.

5) Soit u € O*(q). On suppose qu’il existe x € E, non nul et non isotrope, tel que
u(z) = z. Alors on a u =1d.

Démonstration.

1) Soit u € O~ (q) et ¢ € E, non nul et non isotrope. Il existe une réflexion
7 telle que ru(z) = Fz (réflexion associée au vecteur z — u(z) ou = + u(z), cf.
5.7). Alors, 7u est dans O*(q) et admet la valeur propre ¢ = F1. Comme on
a détTu = 1 l'autre valeur propre de 7u est aussi €. De plus comme z est non
isotrope, la droite orthogonale & x est distincte de < z > et stable par 7u donc
propre pour 7u, relativement & la valeur propre €, mais alors 7u est ’lhomothétie
de rapport € i.e. 7u = FlId, donc u = Fr. Mais, comme on a n = 2, —7 est aussi
une réflexion, donc u est une réflexion. On notera que cette démonstration prouve
aussi 5).
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2) Si u est dans O*(g) et si 7 est une réflexion quelconque, ru est dans O~ (q),
donc est une réflexion et on a u = 7(Tu).

3) Soient u € O*(q) et 7 une réflexion, on peut écrire u = 77/, ot 7’ est une
autre réflexion. Alors, on a 7ur™! = rur = 2r’r=7rr=u"L.

4) Soient u,v € O*(g), avec u = T172. On a d’aprés 3), wu™! = nnvrn =
71v~ 71 = v donc O*(g) est commutatif.

b) Détermination du groupe O*(q) : le cas hyperbolique.

Supposons ¢ hyperbolique et soit e;, e; une base hyperbolique de E. Dans cette

base ¢ a pour matrice J = (1) (1)) et si u € O(q) a pour matrice A, on a

tAJA = J. Un calcul immédiat fournit les matrices :

a

= 0 - _fa O + .
A_(l/a 0)60 (q) et A_(O 1/0)60 (q), avec a € k*.
On en déduit la proposition suivante :

Proposition 6.2.

Le groupe O*(q), pour q hyperbolique, est isomorphe au groupe des matrices
a
0 1l/a

Remargue 6.8. Dans le cas k = F3, on a |O*(g)| = |F3| = 2, donc |O(q)| = 4 et
le groupe O(q) est commutatif composé de Id, —Id et de deux réflexions. Comme
tous ses éléments # Id sont d’ordre 2, O(q) est isomorphe au groupe de Klein,
Va=2/2Z x Z/2Z.

Rappelons (cf. 5.3) que dans tous les autres cas, O(g) est non commutatif.

avec a € k*, lui-méme jsomorphe 3 k*.

¢) Détermination du groupe O*(q) : le cas anisotrope.

La forme q est équivalente, & un scalaire pres, 4 la forme z2 + ay?, de matrice
1

J= 0 2), avec —a ¢ k*? (puisque ¢ est anisotrope). Notons que a = A(q) est
le discriminant de ¢. Soit K I'extension de k obtenue en lui adjoignant une racine
carrée w de —a, on a K = k[w] = k[v/=a] et K est donc de degré 2 sur k. Si z
est dans K, il s’écrit 2 = x + yw avec z,y € k.

Soit ¢ ’automorphisme de K, appelé conjugaison, et défini par o(z +yw) = z —yw.
On note ¢(2) = % et on définit, pour z = z + yw € K, la “norme” de z par
N(z) = 2z = 22 + oy®. On a N(2) € k et N induit un homomorphisme de K*
dans k*, de noyau Ug = {z € k| N(2) = 1}.

Comme dans le cas des quaternions (cf. Chapitre VII §2), on identifie K & k2 et
N & q et on fait opérer Uk sur K par

(A, 2) — Az = up(2), pour X € Ug, z € K.

Il est clair que uy est dans GL(2,k) et, comme N(Az) = N(A)N(z) = N(z)
puisque A € Uk, on a méme u) € O(N) = O(g). De plus 'application A ~— u) est
un homomorphisme de groupes de Ug dans O(g).
Si, pour un z # 0, on a ux(2) = z = Az, on en déduit A = 1. Il en résulte :

1) que 'homomorphisme u : A — u), est injectif,

2) que uy n’est pas une réflexion, donc (cf. 6.1) que u, est dans O*(q).
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On a donc un homomorphisme injectif :
u: Ug — O*(q).

Montrons enfin que u est surjectif. Soit en effet p € O*(g), si on a p(1) = X (avec
I'identification de k? et K), on a N(A\) = N(1) =1, donc X € Uk et p(1) = up(1).
On a alors uy ' p(1) = 1, mais comme u} ' p est dans O*(q) et fixe 1, on a uylp=1d
(cf. 6.1.5) donc p = uy.

En définitive, on a donc, comme dans le cas euclidien, cf. Chapitre VI §4, un
isomorphisme :

Proposition 6.4.
Soit ¢ une forme anisotrope, & = A(q) un discriminant de ¢, K = k[\/—al et Uk
le groupe des éléments de norme 1 de K. On a un isomorphisme :

Uk ~ O"'(q).

Remargues 6.5.
1) Dans la base 1, w de K, la matrice de uy, pour A =a + bw € Ug est :

(g _:b) avec a’+ab®=1.
2) Pour k = F, on connait parfaitement lé groupe O*(Q).
a) Si Q est hyperbolique, on a vu que O (Q) est isomorphe & F, donc cyclique
de cardinal ¢ — 1 (cf. 111, 2.7).
b) Si @ est anisotrope, on a un isomorphisme O*(Q) ~ Uk avec ici K = F 2
et on a la suite exacte (cf. V, 6.11) :

1 - Ux — KM 1,

On a donc |Uk| = ¢+ 1 et comme K* est cyclique, Uy, donc aussi O+(Q), est
un groupe cyclique de cardinal ¢ + 1.

7. Le théoréme de Cartan-Dieudonné.

Nous précisons ici le théoréme 5.7. Les notations sont toujours celles du §1, E est
de nouveau de dimension n quelconque.

Théoréme 7.1 (E. Cartan, J. Dieudonné).
Soit u € O(q), alors u est produit d’au plus n réflexions.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur n. Pour n = 1, le théoréme est
clair, avec la convention usuelle que Id est produit de zéro réflexion. Notons que,
pour n = 2, le théoréme a été prouvé au §6 (6.1.1 et 6.1.2).
Supposons donc n > 3. On reprend la démonstration de 5.7, mais avec plus de
précision.

1) Premier cas :
S'il existe z € E, z # 0 et non isotrope tel que u(z) =z, et si H =<z >1,0n a
u(H) = H. Appliquant I'hypothése de récurrence & u|y, on voit que u est produit
d’au plus n — 1 réflexions.
Notons que si I’on n’est pas dans ce premier cas, c’est que, si v = u —Id, Ker v est
totalement isotrope.
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2) Deuziéme cas :

Supposons qu'il existe z € E, non isotrope, tel que v(z) = z — u(z) soit non
isotrope. Alors, si H =< v(z) > et si 7y est la réflexion par rapport & H, on a
7H-u(z) = z et Ty.u est dans le cas 1), donc u est produit de n réflexions au plus.

3) Remarquons que si 'on n’est pas dans le cas 1) ou 2), la technique de 5.7
n’aboutit pas, puisqu’elle permet seulement de prouver que u est produit de n +1
réflexions, donc n’assure pas le fonctionnement de la récurrence.

4) Analysons donc la situation lorsque 2) n’est pas vérifié. On a v(z) isotrope,
pour tout = non isotrope de E. En fait, v(E) est totalement isotrope : il suffit de
montrer que si z est isotrope, v(z) est isotrope. En vertu de 2.7, on peut plonger
z dans un plan P, de rang 1. Alors, P contient au moins 3 droites non isotropes
(cf. 2.5.c) donc v(P) contient au moins 3 droites isotropes, donc est totalement
isotrope (cf. 2.6) donc v(x) est isotrope. (1)

5) Lorsque ni 1) ni 2) ne sont vérifiés, on a donc Kerv et Imv totalement
isotropes. Si v est l'indice de g, il en résulte qu'on a
r =dimKerv < v, s=dimIm v <y,
donc r + s < 2rv < n. Mais, la formule usuelle des dimensions :
dimKerv+dim Imv=n
implique qu'on a n = 2v (donc que q est hyperbolique) et que Kerv et Imv en
sont deux setim (cf. §4).

Soit alors ey, ..., e, une base de Kerv. Il existe des éléments ¢,,...,¢, € E tels
que < e;,&; >= P; soit un plan hyperbolique, de base hyperbolique (e;, ;) et que
les P; soient orthogonaux avec E= P, L ... L P, (cf. 3.3 et 3.5).

Vu le choix des e;, on a, pour tout %, u(e;) = e;. Posons u(e;) = Z aije; +Z bije;.

j j
On a f(u(e;),ule;)) = bi; = f(ei,ej) = 8ij, (o &;; est I'indice de Kronecker).

Autrement dit, dans la base (e1,...,e,,€1,...,€,), 4 a pour matrice (4’——5 ‘? ),

en particulier on a détu = 1.

6) Lorsque 1) et 2) ne sont pas vérifiés, on a donc n = 2v et détu = 1.
Soit alors 7 une réflexion quelconque. Comme dét 7u = —1, 7u n’est pas dans le
cas exceptionnel, donc 7u est produit d’au plus n réflexions, mais comme n est
pair et 7u € O~(q), Tu est produit d’au plus n — 1 réflexions, donc u d’au plus n,
et la démonstration est achevée.

On en déduit aussitot avec 5.10 :

Corollaire 7.2.
On suppose n > 3. Si u est dans O*(q), u est produit d’au plus n renversements.

Remarque 7.3. Silerésultat du Théoréme 7.1 est le méme que dans le cas euclidien,
en revanche on ne peut plus affirmer que, pour u € O(g) donné, le nombre minimal
de réflexions nécessaires pour écrire u est égal & p, (codimension de ’espace des
points fixes de u, ou encore rang de v = u — 1d), cf. §5,7, Exercice 2.

Le lecteur sourcilleux qui aurait remarqué que v(P) peut étre de dimension < 2
montrera que méme dans ce cas v(P) est totalement isotrope.
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8. Le groupe des commutateurs.

Le groupe des commutateurs de O(q) sera noté Q(g) (ou 2, (k, g) si on veut préciser
le corps de base et la dimension).

Remarque 8.1. Si g et h sont dans O(g), leur commutateur ghg~'h~! est de
déterminant 1, de sorte qu’on a Q(g) C O*(g).

Alors que, jusqu’a présent, la structure des groupes orthogonaux était assez voisine
entre le cas euclidien et le cas général, elle va devenir sensiblement différente avec
I'étude du groupe €(q). En particulier, on aura, en général, Q(q) # O*(q)-

Théoreme 8.2.

1) Le groupe €(q) est engendré par les produits s(wsw™!) de deux réflexions
conjuguées,

2) le groupe €)(q) est engendré par les commutateurs sts~'t~! = (st)?, oi1 5 et ¢
sont des réflexions,

3) si u est dans O(q), u? est dans (q) et les carrés des éléments de O(q) engendrent
Q(g)s

4) le groupe O(q)/q) est commutatif et formé d’éléments d’ordre < 2,

5) pour n > 3, on a aussi Q(q) = D(O*(q)), groupe des commutateurs de O*(q).

Remarque 8.9. Le point 3) est conséquence d’un lemme plus général, cf. Chapitre
VI §3 Exercice 4.
Démonstration (de 8.2).

1) Soit ¢ = wvu~'v~! un commutateur, avec u,v € O(g). On écrit u = 71 ... 7,

ol les 7; sont des réflexions et on montre, par récurrence sur p, que u est produit
de commutateurs du type 1).
Cest clairsip=1;pourp>1,onpose « =7,...7p_1, et onac= arpvr,a~ vl
ou encore, en posant 3 = T,v7,, ¢ = afa”!f718v~!. Comme « est produit de
p — 1 réflexions, on peut appliquer '’hypothése de récurrence 3 aBa~!87!, qui
est donc produit de commutateurs de type 1). Quant & Sv~! = Tur,v7}, il est
lui-méme du type annoncé.

2) Soit ¢ = s(wsw™!) un commutateur de type 1) (c’est-a-dire que s est une
réflexion) et écrivons w = 7y ...7, comme produit de réflexions. En vertu de 1),
il suffit de prouver que c est produit de commutateurs de type 2), ce que nous
montrons par récurrence sur p, le cas p = 1 étant clair. Soit @ = 7,...7p—y, le
commutateur ¢ = sa7,sT,a ! peut encore s'écrire : ¢ = (sasa~!)(asT,sma7L).
Comme o est produit de p — 1 réflexions, on peut appliquer I’hypothése de
récurrence a sasa~!. D’autre part, le deuxiéme terme est conjugué par a de STpSTy

U A | 1

donc est de la méme forme : s'rys'm, avec s' = asa™, 7, = arp,a™! qui sont des
réflexions.

3) Soit u =7 ...7, € O(q), on montre par récurrence sur p qu'on a u? € Q(q).
C'est clair pour p = 1. Sinon, on pose, 13 encore, & = T1...Tp—1 €t on a
u? = ampar, = a®a~lr,am,, d’ol le résultat en appliquant & o I'hypothése de
récurrence.

Le fait que les carrés engendrent 2(g) résulte de 2).

4) Le groupe O(q)/(q) est évidemment commutatif, et, d’aprés 3), ses éléments
sont d’ordre < 2.
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5) Soit C(g) = D(O*(g)), il est clair que C(g) est inclus dans €(qg).
Réciproquement, si s et ¢ des réflexions, comme on a n > 3, il existe des renverse-
ments o, 7 tels que I'on ait st = o7 (cf. 5.10). Alors (st)? = (07)? = o707}
est dans C(g) et la conclusion résulte de 2).

Remarques 8.4.

1) Pour n =2, O*(q) est commutatif, donc D(O*(g)) = {1d}.

2) Pour n = 2, Q(q) est engendré par les carrés de O(g). Comme les éléments
de O~ (g) sont de carré l'identité (cf. 6.1.1), (q) est donc le groupe des carrés de
O*(q). Si g est hyperbolique, on a donc Q(g) = k*2 (cf. 6.2) et si g est anisotrope,
Q(q) = U% (cf. 6.4).

Théoréme 8.5.
Pour n > 3, le centre de Q(q) est Z NQ(q) (ot Z = {Id, —1d}).

Remarques 8.6.

1) Si n est impair, comme (q) est inclus dans O*(g), le centre est réduit 3
{1d}.

2) Si n est pair le centre n’est pas nécessairement égal 4 {Id, —Id}, cf. 9.2 ci-
dessous.
Démonstration (de 8.5). Nous aurons besoin de deux lemmes :

Lemme 8.7.

Supposons dim E = 2 et soit u € O*(q), u # Id, alors u n’admet pas la valeur
propre 1.

Démonstration. Sinon, cette valeur propre serait double (car on a détu = 1) et on
aurait deux cas :

a) Si on avait u(z) = z avec  non isotrope, l'orthogonal <z > serait une autre
droite propre pour la valeur propre 1 et on aurait u = Id (ce cas a déja été vu en
6.1.5).

b) Si on avait u(x) = z avec z isotrope, le plan serait hyperbolique, et ’autre
droite isotrope serait stable par u (car il n’y a que deux droites isotropes) donc on
aurait aussi u = Id.

Lemme 8.8.
Si k est distinct de F3 et si P C E est un plan non isotrope, il existe u € O(q) tel
que ulp. = Id et u® # Id. L’espace des points fixes de u? est alors P.

Démonstration. Comme on a k # F3, O(g|p) n’est pas commutatif (cf. 5.3) donc
Q(g|p) n'est pas réduit & {Id}, donc il existe v € O(q|p) tel que v> # Id (cf.
ci-dessus 8.2.3). Alors u = v L Idp. convient.

Revenons au Théoreme 8.5 et supposons d’abord k # F3j.

Soit v € O(g) centralisant (}(g) et, si P est un plan non isotrope, soit u € O(q)
comme au Lemme 8.8. Comme u? est dans Q(g) (cf. 8.2.3), on a vu? = u2v. Soit
x € P,z # 0. On a v?v(z) = v(z). Ecrivant v(z) = y+ z avec y € P, z € P,
on a u?(y) = y. Mais, comme u?|p # Id, le Lemme 8.7 implique alors y = 0.
Autrement dit, on vient de montrer qu’on a v(P1) = P, donc aussi v(P) = P,
de sorte que v laisse invariant tous les plans non isotropes, et c’est donc une
homothétie (cf. 5.2 et 5.5).



194 Le groupe orthogonal, cas général

Lorsque k = F3, le Lemme 8.8 est en défaut si P est un plan hyperbolique (cf.
6.2). Cependant la démonstration précédente permet de montrer que si v est dans
le centre de }(g), v laisse invariants tous les plans anisotropes.

Lorsque n est > 4 la conclusion résulte du lemme suivant et du Lemme 5.2.

Lemme 8.9.
On suppose k = F3 et n > 4. Toute droite non isotrope est intersection de deux
plans anisotropes.

Démonstration (de 8.9). Soit D =< z > une droite non isotrope, on a donc
g(z) = F1. Soit D+ lorthogonal de D, on a dimD+ > 3, donc (cf. V, 6.8),
D+ admet une base orthogonale ez, e3, ..., e, avec g(ez) = gles) = 1.

Si g(x) vaut +1, on a D =<z,e3> N <z,e3> et ces plans sont anisotropes (car
leur discriminant est 1).

ex+e —e
Si g(z) vaut —1, on a D =<z,e,> N <x,e3>, avec €2 = 2;— 3, €3 = i 5 3,
qui vérifient g(e2) = g(e3) =2 = —1, donc les deux plans sont anisotropes et ceci

acheve de prouver 8.9.

Enfin, il reste le cas k = F3, n = 3. La forme g est équivalente & z2 +y2 + 22 o &
z2+y% — 22 (cf. Chapitre V loc. cit.). Dans le deuxiéme cas, —q est de discriminant
1, donc équivalente & z? + y? + 2°. Comme O(q) = O(—q), on peut donc supposer
g~z 4y + 22

Soit u € Z(£2(q)). Il s’agit de montrer que u est I'identité (dimension impaire). Les
trois plans de coordonnées étant anisotropes sont invariants par u. Il en résulte
que les droites engendrées par les vecteurs de base sont elles aussi invariantes par
u. Comme on a dét u = 1, & une permutation prés des vecteurs de base, on a

1 0 0
u=|0 -1 0 ouu = Id.
0 0 -1
0 01 010
Soit alors v = |1 0 0 |,onave Og)etv? =0 0 1 |, mais alors, si
010 1 00

u # Id on a uv? # v?u, donc, comme v? est dans Q(g) cela contredit u € Z(Q(gq)).
9. Compléments.

Nous avons donc exhibé une suite de sous-groupes de O(g), chacun d’eux distingué
dans le suivant :

{1} « Z(Q(qg)) @ Qg) @ O*(g) a O(qg).

Le probléme est maintenant de calculer les quotients successifs.
On sait déja que O(q)/O*(g) est isomorphe & {1,—1}, que O*(q)/Q(q) est
commutatif et formé d'éléments d’ordre 2 et que Z(§2(q)) est inclus dans {Id,—1d}.

Il reste essentiellement & élucider les trois questions suivantes :
1) décrire le groupe O*(q)/(q),
2) étudier le quotient PQ(q) = Q(g)/Z(£(g)), en particulier sa simplicité,
3) pour n pair, préciser & quelle condition —Id € Q(q).
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Nous allons donner, sans démonstrations, les résultats les plus significatifs sur
ces questions. Ils nécessitent I'introduction d’objets nouveaux (algebre de Clifford,
norme spinorielle) ou de techniques différentes (par exemple sur R et C, des
méthodes topologiques, voire de groupes de Lie). On renvoie & [D] Ch. II §7,
8, 9 pour des démonstrations, ainsi qu’aux exercices des §8 et 9 ci-dessous.

Le trait commun de tous les résultats suivants est qu’ils nécessitent 1’hypothése
v(g) > 1, i.e. existence de vecteurs isotropes. Le cas anisotrope est beaucoup
plus compliqué (cf. [D] Ch. II §12). A cet égard, ’exemple des formes euclidiennes
sur R est trompeur, c’est le seul cas & notre connaissance ol I'indice 0 est plus
simple que l'indice > 1.

Théoréme 9.1. _

On suppose v(q) > 1. On a un isomorphisme 8 : 0% (q)/Q(q) — k* /k*2.
L'isomorphisme 8 provient d’un homomorphisme de O*(q) dans k*/k*? appelé
norme spinorielle, cf. Exercices 2, 3.

Théoréme 9.2.
On suppose v(g) > 1, soit A(q) un discriminant de q. On a :

—Id € Q(q) <= n pair et A(g) € k*°.

Voir Exercice 3.

Théoréme 9.3.
On suppose n = 3 et v = 1, on a O%(q) ~ PGL(2,k) et Q(q) ~ PSL(2,k). En
particulier, }(q) est simple pour k # F3.

Ce théoréme a été démontré : cf. VII 5.8 et VIII, 4.10, et, pour la simplicité, cf.
IV, 4.1.

Théoréme 9.4.
On suppose n = 4 et v = 1, soit A = A(q) un discriminant de q.
1) A n’est pas un carré,

2) On a Q(q) ~ PSL(2,k[\/Z]). En particulier, }(q) est simple.
Voir VII, §5 Exercice 2 pour le point 1) et ci-dessous Exercice 4 pour le point 2)
dans le cas réel.

Théoréme 9.5.
On supposen =4 et v =2. On a —1Id € Q(q) et un isomorphisme :

PQ(q) ~ PSL(2,k) x PSL(2,k).
En particulier, P}(q) n’est pas simple.
Voir Chapitre VII §5 Exercice 3.
Enfin, le dernier théoréme :

Théoréme 9.6.
On suppose n > 5 et v > 1, alors PS)(q) est simple.

Voir Exercice 5 dans le cas du corps des nombres réels.



EXERCICES SUR LE CHAPITRE VIII

Dans tous les exercices, les notations sont celles du § 1, en particulier, sauf mention
expresse du contraire, les formes sont supposées non dégénérées.

1, 2, 3. Plans hyperboliques. Espaces hyperboliques.

1) Soit P un plan muni d’une forme quadratique g (non dégénérée), A(q) le
discriminant de gq.
a) Montrer que P est hyperbolique si et seulement si —A(g) est un carré non
nul (cf. 2.3).
b) Si ¢’ est une autre forme sur P, montrer que I'on a :

INe k*, ¢~ Ad <> A(g) = A(¢') dans k*/k*2.

2) On suppose v(g) > 1. Montrer que l'application ¢ : E — k est surjective
(regarder sur un plan hyperbolique). Montrer qu’il existe une base de E formée de
vecteurs isotropes (prendre un plan P hyperbolique, une base ej, ..., e, de P et
modifier les ¢; par des vecteurs de P).

3) On suppose n > 3 et v(g) > 1. Soit u € O(g). Montrer que si u laisse
invariantes toutes les droites isotropes, on a u = FId (prendre une base e, ..., e,
d’isotropes, cf. Exercice 2, et, si a est anisotrope, distinguer selon qu’il existe ou
non deux des e; non orthogonaux 4 a).

4) On suppose n > 3 et v(g) > 1. Soit u € O(g). Montrer que si u laisse
invariants tous les plans hyperboliques, on a u = FId. Méme question avec les
plans de rang 1.

5) On suppose k = R et v(g) > 1. Soit u € O(g). Montrer que si 'une des
hypothéses suivantes est vérifiée, on a u = FId :
a) u laisse invariantes toutes les droites définies positives (i.e. les droites
D = Ra, avec g(a) > 0),
b) idem avec les droites définies négatives,



Plans hyperboliques. Espaces hyperboliques 197

¢) Si v > 2, u laisse invariants tous les plans définis positifs (resp. négatifs).

6) Soit 7 une réflexion orthogonale d’hyperplan H, de droite D et F un sous-
espace de E. Montrer que F' est stable par 7 si et seulement si on a F' C H ou
F>D. !

7) Soit F' un sous-espace de E stable par tous les éléments de O(g).
Montrer que ’on a F = {0} ou F' = E, sauf si E est un plan hyperbolique sur
F3 ; étudier ce dernier cas. (On montrera d'abord que si F' est non nul, F' est non
isotrope en utilisant 1’exercice 6 et une base orthogonale de E. On considérera
ensuite Idp L — Idp1, cf. 5.1).

8) Une variante de 7)
On suppose k # F3 et n > 2. Soit F' C E un sous-espace non trivial.

a) Montrer qu'il existe z € E, non isotrope, tel que z ¢ F' U Ft (apres avoir
traité les cas ou F ou F' sont totalement isotropes on pourra chercher z sous la
forme \y + pz avec \,p € k,y€ F—Fl et z€ F1 —F).

b) On suppose n > 3 et dim F' > 2. Montrer qu'’il existe x € E, non isotrope,
tel que 7,(F) # F et 7.(F) N F # {0}.

9) Un lemme de dénombrement.
Soient a,b € k*. Montrer que si on a |k| > 5, le nombre de couples (x,y) € k2
solutions de az? + by? = a est au moins égal 4 6.
Etudier les cas k = F3, Fj, suivant que —a/b est ou non dans k*2.

10) Généralisation de plusieurs lemmes, (cf. Exercices 3, 4, 5 et Théorémes 5.1
et 5.4).
On suppose n > 2 et |k| > 5. Deux sous-espaces F’' et G de E sont dits de méme
type si et seulement s'il existe v € O(q) tel que G = v(F’). En vertu du théoréme
de Witt, ceci revient 4 dire que l'on a g|F ~ ¢|g-.
On se propose de prouver I’assertion (A) suivante :

Soit u € O(g) et F' un sous-espace non trivial de E. Si u laisse invariants tous les
sous-espaces de méme type que F, on a u = FId, sauf si n = 2 et si F est une
droite isotrope.

a) Prouver (A) pour n = 2 et F anisotrope (utiliser I’exercice 9).

b) Prouver (A) pour n > 3 et dim F = 1 (utiliser les exercices 3 et 9).

c) Montrer (A) dans le cas général par récurrence sur dim F' (prendre v € O(q)
tel que G = FNu(F') soit non nul et distinct de F, cf. Exercice 8 b) et lui appliquer
la récurrence).

d) On pose pour F C E :
Nr = {u€ O(q) | u(F’) = F’ pour tout F’ du type de F}.

Montrer que NF est un sous-groupe distingué de O(q).
e) Calculer Np lorsque 'on a n = 2 et F isotrope.
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f) Etudier les cas k = F3,F5. En particulier, calculer Nz lorsque k = F; et
n=2; k=Fs, n=2eth-’32+y2; k =Fj, n =3, (I=$2+y2+22,F=<a>
avec g(a) = 1.

11) Soient u € O(g) et H un hyperplan de E, on suppose qu’on a u|y = Idy.
Montrer que, si H est isotrope, u est 'identité et que, si H n’est pas isotrope, u
est I'identité ou la réflexion par rapport & H.

4. Le théoréeme de Witt.

1) Soient F,F’ deux sous-espaces de E, 0 : F — F' une isométrie. Soit
K =Ker g|p.

a) Montrer qu'on a dimK + dimF < dimE et que 'égalité a lieu si et
seulement si F'- est totalement isotrope.

b) On suppose F'- non totalement isotrope. Montrer qu’il existe u € O*(q)
(resp. u € O~(q)) tel que u|r = o (Théoréme de Witt raffiné).

c¢) On suppose E hyperbolique et F totalement isotrope maximal. Soit
u € O(q) tel que u(F) = F. Montrer que I'on a u € O*(q) (utiliser 3.3 et écrire
une matrice par blocs, voir aussi la démonstration de 7.1).

d) On suppose dim F + dimK = dimE, cf. a). Soit u € O(g), tel que
ulp = Idp. Montrer que u est dans O*(g). En déduire que le raffinement du
théoréme de Witt vu en b) est en défaut dans ce cas.

e) Soient F C E, u € O(q) et F' = u(F), montrer qu'il existe v € O*(q) tel
que v(F) = F’, sanf si E est hyperbolique et si F en est un lagrangien.

Si € est 'ensemble des lagrangiens de E, montrer que 2 est une orbite sous O(g),
mais se décompose en deux orbites sous O* (g), cf. [D] Ch. II §6 ou [B] tome IV,
Ch. 13 §7.

2) On suppose n =4, v > 0. Soit A(g) un discriminant de q.
a) Montrer que I'on a :
g hyperbolique <= v =2 <= A(g) € k*}, et v = 1 <= A(q) & k*?
(cf. §1, 2, 3 Exercice 1 et VII, §5 Exercice 2).
b) Montrer que si ¢’ est une autre forme d’indice +’ > 0, on a,

INEK, ¢ ~ A\g <= A(q) = A(¢) dans k*/k*2.

5, 7. Générateurs et centres de O(q) et O*(qg) ; théoréme de Cartan-
Dieudonné.

1) Valeurs propres des éléments de O(q).
Soit u € O(g).
a) Montrer que si u a un vecteur propre z non isotrope la valeur propre
associée est F1. Que se passe-t-il si z est isotrope ?
b) On pose :

Fy,={z€E|u(z)=2}= Ker (u—1d), G, =Ker (u+Id).
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Montrer que si n est impair et détu = 1, on a F, # 0, (utiliser 7.1).
Montrer que si n est impair et détu = —1, on a G,, # 0 (considérer —u).
Montrer que si n est pair et détu = —1, on a F,, # 0 (et donc, si dét u = —1, u
admet toujours une valeur propre égale a4 F1).

¢) On suppose k algébriquement clos. Montrer que u n’est pas nécessairement
diagonalisable si n > 3 (chercher, par exemple, avec ¢ = 2zz + y?).

2) Complément sur le théoréme de Cartan-Dieudonné.
Soit u € O(q), Fu = {z € E | u(z) = 2} = Ker (u —1d), on pose p, = codim F' =
rg (u — Id) et K, = Ker g|g,. On définit :

my = inf {r € N|37,..., 7 réflexions orthogonales avec u = 7, ...7,}.

On convient que m,, vaut zéro si u = Id. Le théoréme de Cartan-Dieudonné (7.1)
assure que I'on a m, < n et on se propose ici de comparer m,, et p, (cf. VI, §2).

a) Montrer que 'on a p, < m,,.

b) On dit que u est exceptionnel si F est totalement isotrope (cf. aussi §4
Exercice 1 a)). Montrer que, si u est exceptionnel, on a p, < my,.

¢) On suppose F,, totalement isotrope. Montrer que les conditions suivantes
sont équivalentes (s’inspirer de la démonstration de 7.1) :

1) u est exceptionnel,

2) F, est un lagrangien de E (et donc E est hyperbolique),

3) Im (u — Id) est totalement isotrope,

4) Vz € E, non isotrope, u(z) — z est isotrope.
Montrer de plus qu’on a alors :

i) détu =1,

ii) p, = dim F,, = v est pair (donc n est multiple de 4),

(on écrira la matrice de u dans une base convenable, sous la forme (é 1}1), avec

A antisymétrique).

d) Déduire de c) que si u est exceptionnel, on a dét u = 1 et p,, pair (prendre
G. supplémentaire de K, dans F), et appliquer ¢) 4 G) ).

e) Montrer que 'on a my, = p, sin =2ousip, =1.

f) On suppose u non exceptionnel, montrer que I'on a m,, = p,, (on raisonnera
par récurrence sur le couple (n,p,) ; on s’inspirera de la démonstration de 7.1 en
distinguant 3 cas :

1) F), non totalement isotrope,

2) F, totalement isotrope et dim FX > 2 4 dim F,,,

3) F, totalement isotrope et dim F = 1 + dim F,,,
dans ce dernier cas on pourra prouver, en travaillant dans une base appropriée, qu’il
existe z € E non isotrope tel que z ¢ F,,, u(z) — = non isotrope, et Fr N <z >+
non totalement isotrope).

g) On suppose u exceptionnel et F,, totalement isotrope. Soit 7 une réflexion
quelconque. Montrer que Tu n’est pas exceptionnel et vérifie p,, = p, + 1. En
déduire que 'on a m, = p, + 2.

h) On suppose u exceptionnel. Montrer que I’on a m,, = p,+2 (on se raménera
i g) en travaillant dans G, %, cf. d)).
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6. La dimension 2.

1) a) Montrer que I'on a O(g) ~ O*(g) % {1, —1}. Dans quel cas le produit est-il
direct ?

b) Si k est fini et n = 2, montrer que O(g) est un groupe diédral que 'on
précisera.

2) Soit (P,q) un plan de rang 1, O(g) son groupe orthogonal, e;, e, une base
de P avec e; € Ker g. Soit u € O(g). Montrer que la matrice de u dans la base
(e1,e2) est de la forme :

a b . _
u—(O e) aveca €k*, bek, ¢ =Fl.

Montrer que l'application u — (a,¢) de O(g) dans k* x {1,—1} est un homomor-
phisme surjectif dont le noyau est isomorphe & (k,+). En déduire que O(q) est
produit semi-direct de (k,+) par k* x {1,—1}. Le produit est-il direct ?

3) On suppose n = 3. Soit D une droite de E, et P = D*. On pose :
G = {u € O(q)|uw(P) = P} = {u € O(g) | w(D) = D}.
a) On suppose D non isotrope. Montrer que l'on a
G~ 0O(P)xO(D) =0(P) x {1,-1}.

b) On suppose D isotrope. Soit ¢ : G — O(P) ’homomorphisme de
restriction. Montrer que ¢ est injectif (cf. §1, 2, 3 Exercice 11) et surjectif (prendre
une base e), ez, e3 avec e; € D, ez € P et (e, e2) hyperbolique et utiliser I’exercice
2) ; terminer le calcul de G 4 l'aide de l’exercice 2).

8, 9. Le groupe des commutateurs.

1) Soit (P, g) un plan hyperbolique. Montrer que I'on a O+(q)/Q(q) ~ k* /k*2.

2) On suppose v > 1. Soit u € O(g). On dit que u est une transformation
hyperbolique s’il existe un plan hyperbolique P C E tel que u|p. = Id.

a) Montrer que les réflexions orthogonales sont des transformations hyper-
boliques (plonger un vecteur non isotrope dans un plan hyperbolique).

b) Soit P un plan hyperbolique et u une transformation hyperbolique de plan
P'. Montrer que u s'écrit u = sv avec s hyperbolique de plan P et v € Qq)
(utiliser le théoréme de Witt).

c) Soit P un plan hyperbolique et u € O(g). Montrer que 1'on a u = sv, avec
s et v comme en b).

d) On garde les notations de c). On identifie le groupe O(P) = O(g|p) & un
sous-groupe de O(g) au moyen de 'application v — v LIdp. . Soit u € O*(g). On
écrit u = sv comme en c). On a s € O*(P) et on désigne par 3 la classe de s dans
O*(P)/0*(P)NQ(q).



Le groupe des commutateurs 201

Montrer que I’application 1 qui & u associe 5 est bien définie (i.e. que 3 ne dépend
que de u et pas de la décomposition u = sv). Montrer que 1 est un homomorphisme
surjectif et qu’il induit un isomorphisme :

¥ : 0%(q)/q)—0" (P)/O0*(P) N Q(g).
Montrer que Q(P) est inclus dans O (P) N Q(g) et donc que O+ (g)/Qq) est
isomorphe & un quotient de O+(P)/Q(P) ~ k*/k*? (cf. Exercice 1).

Il semble qu’on ne sache pas prouver directement (i.e. sans la norme spinorielle, cf.
Exercice 3) 'égalité Q(P) = O*(P)NQ(qg), qui donnerait I'isomorphisme annoncé
en 9.1 (cf. par exemple [D2] §13, Prop. 12 et Rem. 28).

3) La norme spinorielle.
Soit u € O*(q), on écrit u = 7,...7,, oll T; = 7, est la réflexion définie par le
vecteur non isotrope z;.

a) Montrer que la classe de ¢(z1) . . . ¢(z,) dans k* /k*? ne dépend pas du choix
de z; dans la droite de la réflexion 7;. On admettra qu’elle ne dépend, en fait, que
de u et non de la décomposition v = 7...7,. (La démonstration de ce résultat
requiert la construction de l'algébre de Clifford C(g)).

On pose alors 8(u) = g(z1)-..q(z,) € k*/k*2.

b) Montrer que # est un homomorphisme de O*(g) dans k*/k*?, appelé
norme spinorielle, et que I'on a Q(g) C Ker 6.

¢) On suppose v > 1. Montrer que # est surjective (cf. § 1 Exercice 2).

d) Soit (£, ¢) un plan hyperbolique, muni d’une base hyperbolique (e, e;).
Soit u € O%*(g), de matrice g 1(/)0) dans cette base. Montrer que 'on a
6(u) = @ dans k*/k*2. En déduire 1'égalité Ker 8 = (g) dans ce cas.

e) Montrer que, si v > 1, on a Ker § = Q(qg). (Utiliser d) et Exercice 2.c), cf.
9.1).

f) On suppose v > 1. Soit A(g) un discriminant de g. Montrer que 'on a
—Id € Q(q) < n pair et A(qg) € k*? (décomposer —Id en produit de réflexions
a ’aide d’une base orthogonale et utiliser e), cf. 9.2).

4) PSL(2,C) et le groupe de Lorentz.
Soit E ’espace des matrices hermitiennes 2 x 2 complexes :

E ={meM(2,C)|'m=m}.
On identifie R* et E au moyen de I'application :

t+z y+iz
2y, 2) = (y—iz t—a;)'

On pose, pour m € E, g(m) = détm. Si m est identifié & (t,z,y, z) comme ci-

dessus on a g(m) = t2 — 22 — y? — 22 (le déterminant est donc une forme de

Lorentz).

Soient V={me€ E|lgm)=1}, V*={meV|t>0}, V" ={meV|t<0}.
a) Montrer que I'ona V = Vt UV~ et que V* et V™~ sont connexes. En

déduire que si u est dans O(g), on a u(V*) = V* ou V~, puis, que si u est dans

Qg onau(Vt)=V+.
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b) Soit s € SL(2,C). On définit, pour m € E, o(s)(m) = sm'3. Montrer que
o(s)(m) est dans E et que o est un homomorphisme de groupes de SL(2, C) dans
O(qg). Calculer Ker o.

¢) On rappelle qu'on a D(SL(2,C)) = SL(2,C) (cf. IV, 3.1). En déduire
I'inclusion Imo C §2(g).

d) Soit e € E la matrice identité, qui est dans V*, et soit m € V+. Montrer
qu'il existe s € SL(2, C) tel que o(s)(m) = e (chercher s sous forme triangulaire).

e) Soit G = {u € Qqg)|u(e) = e}. Montrer que 'on a G = Ot (g|y) =~
O*(3,R) ot l'on a posé H =<e>>.

Montrer que si s appartient & SU(2,C), on a o(s) € G. Déterminer les s de
8U(2,C) qui vérifient s? = FId. Pour un tel s, montrer que I'on a —is € H et que
o(s)|u est le renversement d’axe —is.

f) Déduire de d) et e) que o est surjectif, donc qu'on a un isomorphisme
Q(g) ~ PSL(2,C) (cf. 9.4).

5) La simplicité de PQY(q) pour k=R, n>5,v>1.

On suppose k = R, n > 5, v > 1 et, précisément, g de signature (r, s) avec avec
T > 8 > 1. Soit N un sous-groupe distingué de Q(q) contenant strictement le centre
de Q(q).

a) Soient P, P’ deux plans hyperboliques de E. Montrer qu’il existe u € q)
tel que u(P) = P’ (utiliser Witt et Exercice 2.c)).

b) Soit P C E un plan non totalement isotrope. Montrer qu’il existe un
sous-espace U C F, non isotrope, de dimension 3 et d’indice 1 tel que P C U.

Un tel sous-espace U sera dit un L—sous-espace (la restriction de ¢ & U est
équivalente au signe prés 3 la forme de Lorentz 22 + y? — 22).

¢) Soit U un L—sous-espace. On identifie @(U) = Q(g|y) & un sous-groupe de
(g) par l'application « — « L Idy.. On suppose alors N N Q(U) # {Id}.
Montrer que I'on a Q(U) C N (cf. 9.3).

d) Soit U’ un autre L—sous-espace. Montrer que sous I’hypothse de c), on a
aussi QU')NN # {Id}, donc Q(U’) C N (utiliser a), attention g|y et g|y ne sont
équivalentes qu’au signe pres).

e) Déduire de c) et d) que si, pour un L—sous-espace U, on a NNQ(U) # {Id},
alors on a N = Q(g) (considérer des générateurs (st)? de Q(q), ot s,t sont des
réflexions et utiliser b)).

f) Montrer que si on a ¥ = 1 (resp. v > 2), et si P est un plan hyperbolique
(resp. un plan défini négatif), tout sous-espace de dimension n — 4 de P+ contient
un vecteur a avec g(a) > 0.

g) Montrer qu'il existe u € N, avec u # FId et a € E tels que g(a) > 0 et
u(a) = a (partir d'un plan P comme en f) et de s = (n7.)?, pour b,c € P et
fabriquer le commutateur de s et d’un élément non trivial de N, cf. aussi §1, 2 ,3
Exercices 4 et 5).

h) Déduire des questions g) et b) qu'il existe un L—sous-espace U tel que
QU)N N # {Id} (prendre b € E tel que g(a) = q(b) et u(b) non colinéaire b
utiliser ensuite un commutateur de u et de (747,)?, avec d = a — b ou a + b).

i) Conclure (cf. 9.6).
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